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ネットワークコーディングにおける誤り訂正符号の復号法についての一検討
On decoding error correcting codes for linear network coding
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Abstract— In this paper several decoding methods for er-
ror correcting codes(ECC) for linear network coding are
presented. We introduce a concept of a parity check matrix
and syndromes into the decoding the ECC. We treat three
types of 1) errors, 2) erasures, and 3) errors and erasures as
noise in a network. For each noise, a decoding method by
using the parity check matrix and syndromes is given and
its time complexity is estimated.
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1 まえがき
本稿では, 線型なネットワークコーディングを扱う. ネット

ワークコーディングにおける誤り訂正符号のことをネットワー
ク誤り訂正符号 (Network Error Correcting Code(NECC))
という.

Cai and Yeung によって最初に NECC についての研究
が行なわれた [1, 2, 3]. その後, Zhang[4], Yang ら [6, 7],
Matsumoto[8] により NECCの構成法や復号法に関する研究
が行なわれた. Zhang[4, 5] や Yang ら [7] は, それぞれ符号
空間にある種の距離の概念を導入し, それらを利用した探索
的な復号法を示している. また, Matsumoto[8]も exhaustive
search による復号法を示している.
一方, 復号法に関し, Bahramgiriら [9]は, 線型性を利用し,

従来の符号理論で扱う検査行列およびシンドロームのアイデア
を NECCに導入し, シンドロームを利用した復号法を示して
いる. 本稿でも, NECCに対し検査行列およびシンドロームの
アイデアを導入した復号法について提案をするが, Bahramgiri
ら [9]とは独立に行なわれた研究である. 本稿で提案する幾つ
かの復号法や Bahramgiriら [9]の提案する復号法のいずれも
探索的な方法による復号法ではあるが, 検査行列を用いること
で復号に要する計算量の評価において, qk という因子が現れ
ない点に特徴がある. ここで, qと kは, 有限体 Fq 上の線型な
NECCの次元が k であることに対応する.
本稿では, Matsumoto[8] により提案された NECC の構成

法で得られるネットワークα-誤り訂正符号 (Network α-Error-
Correcting Code(Nα-ECC)) に対する復号について議論する.
本稿の構成は以下の通り. 2節では, 準備として, [8]にしたがっ
た Nα-ECCの定義を主に行なう. 2節では, Nα-ECCに対応
する検査行列やシンドロームの定義を与える. ネットワーク上
で発生する雑音を 1) 誤り, 2) 消失, 3) 誤り + 消失の 3 種類
に分類し, 以下の幾つかの復号法を提案する: 単一誤り訂正 (4
節), 多重誤り訂正 (5節), 消失訂正 (6節), 誤り+消失訂正 (7,
8節). 最後に, 9節は結論である.

2 準備
本節では, 準備として, Matsumoto[8]により示された Nα-

ECCや記号等について説明を行なう.
記号 Fq は q 個の元からなる有限体を表す. ただし, 有限体

のサイズは, Nα-ECCを構成可能なサイズであるとする. サイ
クルのない, 有向な多重グラフを G = (V, E) と表す. 各リン
クの通信容量は, Fq の 1 個の元のみを伝送可能な単位容量と
する. 記号 s(∈ V ) と T (⊂ V ) をそれぞれソースとシンクの
集合とする. ソースから各シンクへの最大流の最小値を n と
表す. ノード v ∈ V に対し, Γ−(v) (Γ+(v) ) は, v へ入力す
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る (v から出力する) リンクの集合を表す. 有向リンク e ∈ E
に対し, start(e) (end(e)) は, e の始点 (終点) を表す.
ネットワーク G を用いてマルチキャストを行ない, 情報

~i ∈ Fk
q をソースから全てのシンクに伝送することを考える.

NECC では, 誤りを以下のように定義する. リンク e ∈ E
に対し, start(e) からの送信シンボルと end(e) での受信シン
ボルが異なるとき, リンク e で誤りが発生したという. そし
て, 誤り値は, 受信シンボルから送信シンボルを引いた値であ
る. ネットワーク G 上で発生した誤りを ~e ∈ F|E|

q と表す. ベ
クトル ~x のハミング重みを w(~x) と表す.

Nα-ECCとは, 発生した誤り ~e ∈ F|E|
q が w(~e) ≤ α を満た

すならば, 各シンクが受信シンボル列から送信情報 ~i ∈ Fk
q を

正しく復号できるネットワークコーディングのことである. た
だし, n, k, α の関係は n − k ≥ 2α を満たす.
記号 F をリンク E の部分集合で, |F | = 2α を満たすもの

とする. このとき, F をエラーパターンといい, F のリンクだ
けで誤りの発生が許されるものとする.

情報 ~i ∈ Fk
q と誤り ~e ∈ F|E|

q に対し, シンク t ∈ T がその

入力リンクから受信する受信ベクトルを φt(~i, ~e) ∈ F|Γ−(t)|
q と

表す (Definition 3 in [8]).
Matsumoto[8]の構成法により, Fq 上の線形な Nα-ECC を

構成することができる. 具体的には, ネットワークの各リンク
に対応する local coding vector が決定される. そして, 以下
の線形空間が得られる (Section 3 in [8]を参照).

V1 = {φt(~i, ~e) |~i ∈ Fk
q , ~e ∈ F|E|

q }, (1)

V2 = {φt(~i,~0) |~i ∈ Fk
q}, (2)

V3 = {φt(~0, ~e) | ~e ∈ F|E|
q }. (3)

ただし, 上式中の ~eについて, E \ F に対応する ~e の成分は零
である. このとき, 以下の性質が成り立つ ([8]の式 (3,6,7)を
参照).

V1 = V2 + V3, (4)

dim V2 = k, (5)

dim V2 ∩ V3 = 0. (6)

符号化が構築され, ネットワーク内のすべてのリンクに対
応する local coding vector が定まることは, すなわち, φt が
定まることである. 具体的には, 線形な符号化が構築されるこ
とで, φt は Fq の元を成分としてもつ行列を用いて表現でき
る. このことより, 任意の ~i1,~i2 ∈ Fk

q , ~e1, ~e2 ∈ F|E|
q と任意の

a1, a2, b1, b2 ∈ Fq に対し, 次の関係が成立する:

φt(a1
~i1 + a2

~i2, b1~e1 + b2~e2) = a1φt(~i1,~0)

+a2φt(~i2,~0) + b1φt(~0, ~e1) + b2φt(~0, ~e2) (7)

特に, 式 (6)より, 任意の~i ∈ Fk
q と ~e ∈ F|E|

q に対し, w(~e) ≤ α

ならば, φt(~i, ~e) を φt(~i, ~e) = φt(~i,~0) + φt(~0, ~e) に一意に分解
することができる.
さらに, 式 (5)より, 任意の z ∈ V2 に対し, φt(~i,~0) = z を

満たす ~i ∈ Fk
q が一意に定まる. φt が行列を用いて表される

ことより, 代数的な演算のみで z から ~i を求めることが可能
である. そこで, 便宜上, φt の逆写像のような表現を用いて,

z ∈ V2 に対応する ~i ∈ Fk
q を

φ−1
t (z) =~i (8)

と表すことにする.
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3 検査行列とシンドローム
ベクトル間の内積を考え, 次元 k の線形空間 V2 の直交補空

間を V ⊥
2 = {w ∈ F|Γ−(t)|

q | wvT = 0 for all v ∈ V2} と表す.
ただし, vT はベクトル v の転置を表す. 線形空間の基礎知識
より, V ⊥

2 は線形空間であり, dim V ⊥
2 = |Γ−(t)| − k が成り立

つ. さらに, (V ⊥
2 )⊥ = V2 が成り立つ.

空間 V ⊥
2 を張る |Γ−(t)| − k 個の基底を選び, それらを並べ

た Fq 上の (|Γ−(t)| − k)× |Γ−(t)| 行列を Ht と表す. このと
き, 以下が成り立つ.

Htz
T = 0T for all z ∈ V2, (9)

Htz
T 6= 0T for all z ∈ F|Γ−(t)|

q \ V2. (10)

ここで, 0 は零ベクトル 0 = (0, . . . , 0) ∈ F|Γ−(t)|−k
q を表す.

行列 Ht を V2 の検査行列ということにする.

式 (9, 10)より, 任意の ~i ∈ Fk
q と ~e ∈ F|E|

q に対し,

Htφt(~i, ~e)
T = Htφt(~i,~0)T + Htφt(~0, ~e)T = Htφt(~0, ~e)T

が成り立つ. 任意の z ∈ F|Γ−(t)|
q に対し, シンドローム σ(z) =

(σ1(z), . . . , σ|Γ−(t)|−k(z)) ∈ F|Γ−(t)|−k
q を

σ(z)T = Htz
T (11)

と定義する. 後に示す復号法で用いる準備として, σ(z) に対す
る次数 deg σ(z) を

deg σ(z) = min{i | σi(z) 6= 0, 1 ≤ i ≤ |Γ−(t)| − k} (12)

と定義する.
シンク t ∈ T に対し, V3 の部分集合として次のものを考え

る. 誤り個数 (ハミング重み)が 1 で, かつ, 誤り値が 1 であ
る誤り ~e による非零ベクトルになる φt(~0, ~e) の集合を

Ut = {φt(~0, ~e) | ~e ∈ F|E|
2 , w(~e) = 1} \ {(0, . . . , 0)} (13)

と表す. つまり, 式 (13) の ~e は単位ベクトルである. 式 (7)

より, 任意の ~e ∈ F|E|
q に対し, シンク t での受信ベクトル

φt(~0, ~e) は, Ut の適当な元の線形結合で表すことができる. 要
素数が 1個である Ut の部分集合の全体からなる集合を

℘1(Ut) = {{u} | {u} ⊆ Ut} (14)

とする. すなわち, |℘1(Ut)| =
`|Ut|

1

´

= |Ut|である. そして, 集
合 ℘1(Ut) の各要素 {u} に対し, u を用いて張ることができる
Fq 上の線型空間を対応させる. この線型空間を spn({u}) と表
すことにする. このとき, 集合 ℘1(Ut) 上に線型部分空間の性
質を用いた (半)順序関係 ¹を導入することができる. つまり,
℘1(Ut)の二つの要素 {u}と {u′}に対応するそれぞれの線型空
間 spn({u})と spn({u′})の間に, 部分空間の関係 spn({u}) ⊆
spn({u′}) が成り立つならば, {u} ¹ {u′} と定義する. ま
た, spn({u}) ⊆ spn({u′}) かつ spn({u}) ⊇ spn({u′}) のと
き, 関係 ¹ 上 {u} と {u′} を同一視する. ここで, 順序集合
(℘α(Ut),¹)の極大元のみからなる集合を以下のように表す.

maximal(℘1(Ut)) (15)

以上の準備より, 次節において単一誤り訂正の復号法につい
て説明をする.

4 単一誤り訂正/α-誤り検出
4.1 アルゴリズム
最初に, 前節までに準備したものを用いて, Nα-ECCに対す

る単一誤り訂正/α-誤り検出可能なアルゴリズムを示す.

Initialize M = maximal(℘1(Ut)).
1. Input the received vector z.
2. Compute σ(z)T = Htz

T .

3. If σ(z) = 0 then output the information vector φ−1
t (z)

and halt else goto 4. (See the eq. (8) for φ−1
t (z).)

4. Choose an {u} ∈ M and compute σ(u)T = Htu
T .

5. If deg σ(z) = deg σ(u) then set m = deg σ(z) and
goto 6 else goto 7. (See the eq. (12) for deg σ(z).)

6. If σ(z) = σm(z)
σm(u)

σ(u) then output the information vec-

tor φ−1
t (z − σm(z)

σm(u)
u) and halt else goto 7.

7. Update M = M \ {u}. If M = ∅ then output “Error
is detected” and halt else goto 4.

次に, アルゴリズムが正しいことを示そう. 具体的には, 以
下の 2つの命題を示せばよい.

A. ∃u ∈ U such that σ(z) = σm(z)
σm(u)

σ(u) if w(~e) = 1.

B. z − σm(z)
σm(u)

u ∈ V2 if σ(z) = σm(z)
σm(u)

σ(u).

まず, A が成り立つことを示そう. 実際に発生した単一誤り
を ~ev と表す. すなわち, w(~ev) = 1. その誤り値を v ∈ Fq

と表す. 一方, 記号 ~e1 ∈ F|E|
2 を ~ev = v~e1 を満たす単位

ベクトルとする. このとき, φt(~0, ~ev) = vφt(~0, ~e1) が成り立
つ. したがって, 情報~i と誤り ~ev に対する受信ベクトルは z =

φt(~i, ~ev) = φt(~i,~0)+vφt(~0, ~e1)と表せる. また, Utの定義より,

φt(~0, ~e1) ∈ Ut である. そこで, u = φt(~0, ~e1)とすれば, 以下が
成り立つ. σ(z)T = Htφt(~i, ~ev)T = vHtφt(~0, ~e1)

T = vσ(u)T .
これより, m = deg σ(z) とすれば, σm(z) = vσm(u) を得る.

ゆえに, σ(z) = vσ(u) = σm(z)
σm(u)

σ(u) を満たす u ∈ Ut が存在
することがいえた.
次に, Bが成り立つことを示すには, Ht(z − σm(z)

σm(u)
u)T = 0

が成り立つことを示せばよい. Ht(z − σm(z)
σm(u)

u)T = Htz
T −

σm(z)
σm(u)

Htu
T = σ(z)T − σm(z)

σm(u)
σ(u)T = 0T . 以上より, Bが成

り立つことがいえた.

4.2 符号化と復号の例
図 1 のネットワーク G に対し, 有限体 F5 = Z/(5) 上の

Nα-ECCを構成する. ここで, Z は整数の全体の集合を表す.
ソースから各シンクへの最大流の最小値は n = 3 となる. そ
こで, k = 1, α = 1 として, 以下のような Nα-ECCを構成す
る. k = 1より, 図 1 にて, 仮想ソース s′ からソース sへの仮
想リンクの本数が 1本となる.
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図 1: Example of a network G = (V, E) with the imag-
inary source node s′ and the imaginary edge e0, where
V = {s, v1, . . . , v7, t1, t2} and E = {e1, . . . , e15}. Node s
is the souce node and nodes t1 and t2 are the sink nodes.

記号 y(e) ∈ Fq はリンク e を流れるシンボルを表す. リン
ク e に対応する local coding vector とは, 線形結合 y(e) =
P

e′∈Γ−(start(e)) me(e
′)y(e′) の係数ベクトル

(me(e
′))e′∈Γ−(start(e)) ∈ F|Γ−(start(e))|

q のことである.

リンク e10 と e11 に対する local coding vector をそれ
ぞれ me10 = (me10(e5), me10(e6)) = (1, 1) ∈ F2

5, me11 =
(me11(e7), me11(e8)) = (1, 2) ∈ F2

5 と設定する. すなわち,
y(e10) = 1 · y(e5) + 1 · y(e6), y(e11) = 1 · y(e7) + 2 · y(e8)で
ある. そして, その他のリンクに対する local coding vector は
1次元ベクトルとなるが, それらの成分の値はすべて 1 と設定
する. このような local coding vector の設定により, 性質 (式
(4, 5, 6)) を満たす Nα-ECCが得られる.
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このとき, シンク t2 で受信する受信ベクトル z ∈ F3
5 を z =

φt2 = (y(e13), y(e15), y(e9))と設定する. すると, シンク t2 で
の V2 および Ut2 はそれぞれ V2 = {a(2, 3, 1) | a ∈ F5}, Ut2 =
{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 2, 1)} となる.
さらに、maximal(℘1(Ut2)) = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
(1, 1, 0), (0, 2, 1)} となる.
線形空間 V2 の直交補空間 V ⊥

2 を張る 2個の基底ベクトル

(1, 1, 0), (1, 0, 3) を選び, Ht2 =

»

110
103

–

とする.

ソースから情報~i = (3) ∈ F1
5を送信し,誤り~e = (0, 0, 2, 0, . . . , 0) ∈

F15
5 が発生したものとする. ただし, ~eはリンク e3 において誤り
値 2の誤りが発生した誤りを表す. すると,シンク t2では受信ベ
クトル z = φt(~i, ~e) = φt(~i,~0)+φt(~0, ~e) = (1, 4, 3)+(0, 4, 2) =
(1, 3, 0)を受信することになる.

4.1 節のアルゴリズムでは, 受信ベクトル z = (1, 3, 0) を
入力し (Step 1), z に対するシンドローム σ(z) = (4, 1) を計
算する (Step 2). σ(z) 6= (0, 0) より (Step 3), u ∈ U を選
び, σ(u)を計算で求める (Step 4). このとき, u = (0, 2, 1) ∈
U が選ばれたとして, σ(u) = (2, 3) を計算で求める (Step
4). deg σ(z) = deg σ(u) = 1 より, m = 1 とする (Step
5). σ1(z) = 4, σ1(u) = 2 より, σ(z) = (4, 1) = 4

2
(2, 3) =

σ1(z)
σ1(u)

σ(u) が成り立つことが分かる. そして, z − σ1(z)
σ1(u)

u =

(1, 3, 0) − 4
2
(0, 2, 1) = (1,−1,−2) = (1, 4, 3) より, 推定送信

情報として φ−1
t2

((1, 4, 3)) = (3)を得ることができる (Step 6).

4.3 関数 φt の例
本節では, 前節までに設定した符号化により定まる φt を具

体的に記述する. φt の表し方は幾通りか考えられる. 本例で
は, Koetterら [10]の Section III.A. Transfer Matrices にお
いて定義されたリンク間の隣接状況を表す |E| × |E|隣接行列
(adjacency matrix)F を修正した (k + |E|) × (k + |E|)行列
F ′を用いることにする. ここで, F は前節までに用いたエラー
パターンではないことに注意する.
符号化のために与えられたネットワーク Gに仮想ソースと

仮想リンクを追加したネットワークに対する隣接行列を F ′ と
表すと, その行列は (k + |E|) × (k + |E|)行列となり, 本例で
は, 以下のように書き表される. ただし, 行 (列)に関して, 上
から下 (左から右)方向に対し, リンク e0, e1, . . . , e15 を順に対
応させている.

F ′=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7
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この F ′ から Transfer Matrix(Theorem 3 in [10])の要素行列
(I −F )−1に対応する (k + |E|)× (k + |E|)行列 (I −F ′)−1 =
I + F ′ + F ′2 + · · · を計算する. ここで, I は単位行列を表す.
本例では, (I −F ′)−1 = I +F ′ +F ′2 +F ′3 +F ′4 が成り立つ.
各シンク t ∈ T に対し, tへの各入力リンクに対応する行列

(I−F ′)−1の列ベクトルを取り出して並べた (k+|E|)×|Γ−(t)|
伝送行列を Bt と表す. 以上の準備より, 情報~iと誤り ~eを入
力とする φt は,

φt(~i, ~e) = ([~i,~0|E|] + [~0k, ~e])Bt (16)

と表すことができる. ここで, ~0|E|, ~0k はそれぞれ長さ |E|, k

の零ベクトルを表す. [~i,~0|E|] は~iと ~0|E| を連接したベクトル
を表す. [~0k, ~e]も同様である.
また, 式 (16)のように φt を定義した場合, z ∈ V2 に対する

φ−1
t は

φ−1
t (z) = zB−1

t (17)

と表される. ここで, B−1
t は |Γ−1(t)|×k 行列で, (k+ |E|)×k

行列 BtB
−1
t の上部部分の k× k行列を単位行列にする行列で

ある.
シンク t2 では, φt2 = (y(e13), y(e15), y(e9)) と設定したの

で, (1 + 15)× 3 行列 Bt2 は Bt2 = [~f ′
13, ~f ′

15, ~f ′
9] となる. ただ

し, 記号 ~f ′
j , 1 ≤ j ≤ 16, は行列 (I − F ′)−1 の左から j 列目

の列ベクトルを表す. ちなみに, Bt2 の 1行目の行ベクトルは
[2, 3, 1]である. また, B−1

t2
= [1, 1, 1]T となる.

4.4 計算量
4.1 節のアルゴリズムの時間計算量の主要な因子は, step

4 → 5 → 6 → 7 → 4 または step 4 → 5 → 7 → 4 という
ループの実行回数の上限である. このループ回数は, たかだか
|Ut| である. そして, |Ut| ≤

`|E|
1

´

= |E| が成り立つ. 最後に,

この方法の特徴は, 情報~iの総数を表す qk が計算量の因子に
現れないことである.

5 多重誤り訂正
本節では, Nα-ECCに対し, α個以下の多重誤りを訂正する

復号法として, 探索的な手法について説明をする.

ソースから情報~i ∈ Fk
q を送信したとき, w(~e) ≤ α を満たす

誤り ~e = (e1, . . . , e|E|) ∈ F|E|
q が発生したとする. そして, シ

ンク tでは, 受信ベクトル z = φt(~i, ~e)を受信するとする.
式 (13)にて定義した集合 Ut の中から α 個の元 u1, . . . , uα

を選ぶ. この選び方の総数は
`|Ut|

α

´

通りある. 選び出した
u1, . . . , uα ∈ Ut に対し, 次の連立一次方程式 (18)を満たす解
v1, ..., vα ∈ Fq が求まるかを調べる.

Ht

"

u1

|
uα

#T "

v1

|
vα

#

= σ(z)T (18)

v1, ..., vα が式 (18)を満たす解ならば, 以下の手続きにより, 受
信ベクトル z から送信情報~iを求めることができる.
まず, u1, . . . , uαと v1, ..., vαの組合せより,線型結合

Pα
i=1 viui

を構成する. このとき, 受信ベクトル z と
Pα

i=1 viui の差
z −

Pα
i=1 viui は, Ht(z −

Pα
i=1 viui)

T = 0T を満たす. した
がって, (z −

Pα
i=1 viui) ∈ V2 が成り立つ. ゆえに, φ−1(z −

Pα
i=1 viui)を送信情報と推定することができる.
次に, 発生した誤りの個数が α個以下ならば, 式 (18)を満た

す u1, . . . , uα と v1, ..., vα の組合せによる線型結合
Pα

i=1 viui

が一意に定まることを示す.
それには, 式 (18) を満たす組合せとして, u1, . . . , uα と

v1, ..., vα の組合せ以外に, u′
1, . . . , u

′
α ∈ Ut と v′

1, ..., v
′
α ∈ Fq

の組合せが存在すると仮定すると,
Pα

i=1 viui =
Pα

i=1 v′
iu

′
i と

なることを示せばよい.
このことを

Pα
i=1 viui 6=

Pα
i=1 v′

iu
′
i と仮定し, 背理法を

用いて証明しよう. まず, 背理法の仮定より,
Pα

i=1 viui −
Pα

i=1 v′
iu

′
i 6= 0 である. さらに, u1, . . . , uα と v1, ..., vα の組

合せ, および u′
1, . . . , u

′
α と v′

1, ..., v
′
α の組合せは, 式 (18) を

満たすことより, Ht(
Pα

i=1 viui −
Pα

i=1 v′
iu

′
i)

T = 0T が成り
立つ. ゆえに, 0 6= (

Pα
i=1 viui −

Pα
i=1 v′

iu
′
i) ∈ V2 が成り立

つ. 一方, ベクトル
Pα

i=1 viui −
Pα

i=1 v′
iu

′
i は, たかだか 2α

個の u1, . . . , uα, u′
1, . . . , u

′
α の線型結合で表されるベクトルで

あるから, w(~e′) ≤ 2α かつ φ(~0, ~e′) =
Pα

i=1 viui −
Pα

i=1 v′
iu

′
i

を満たす誤り ~e′ ∈ F|E|
q が存在する. したがって, V3 の定義よ

り, 0 6= (
Pα

i=1 viui −
Pα

i=1 v′
iu

′
i) ∈ V3 が成り立つ. 以上よ

り, 0 6= (
Pα

i=1 viui −
Pα

i=1 v′
iu

′
i) ∈ V2 ∩ V3 が成り立つこと

がいえる. しかし, この結果は, Nα-ECCの構成における条件
式 (6) に矛盾する. ゆえに,

Pα
i=1 viui =

Pα
i=1 v′

iu
′
i が成り立

つことが示せた.
集合 Ut の中から α 個の元 u1, . . . , uα を選び出す方法につ

いて説明する. 発生した誤りの個数が α個以下ならば,
`|Ut|

α

´

通りある選び方の全てを試せば, 式 (18) を満たす u1, . . . , uα

と v1, ..., vα の組合せを見つけることはできる. しかし, 必ず
しも

`|Ut|
α

´

通りの全てを対象にする必要はないことを以下に
説明する.

admin
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要素数が α個となる Ut の部分集合の全体からなる集合を

℘α(Ut) = {{u1, . . . , uα} | {u1, . . . , uα} ⊆ Ut} (19)

とする. すなわち, |℘α(Ut)| =
`|Ut|

α

´

である. そして, 集
合 ℘α(Ut) の各要素 {u1, . . . , uα} に対し, u1, . . . , uα を用
いて張ることができる Fq 上の線型空間を対応させる. この
線型空間を spn({u1, . . . , uα}) と表すことにする. このとき,
集合 ℘α(Ut) 上に線型部分空間の性質を用いた (半) 順序関
係 ¹ を導入することができる. つまり, ℘α(Ut) の二つの要
素 {u1, . . . , uα} と {u′

1, . . . , u
′
α} に対応するそれぞれの線型

空間 spn({u1, . . . , uα}) と spn({u′
1, . . . , u

′
α}) の間に, 部分空

間の関係 spn({u1, . . . , uα}) ⊆ spn({u′
1, . . . , u

′
α}) が成り立

つならば, {u1, . . . , uα} ¹ {u′
1, . . . , u

′
α} と定義する. また,

spn({u1, . . . , uα}) ⊆ spn({u′
1, . . . , u

′
α})かつ spn({u1, . . . , uα}) ⊇

spn({u′
1, . . . , u

′
α})のとき,関係¹上 {u1, . . . , uα}と {u′

1, . . . , u
′
α}

を同一視する.
順序集合 (℘α(Ut),¹) において, いま, ℘α(Ut) の二つの

要素 {u1, . . . , uα} と {u′
1, . . . , u

′
α} の間に, {u1, . . . , uα} ¹

{u′
1, . . . , u

′
α} が成り立つと仮定する. このとき, {u1, . . . , uα}

に対し, 式 (18) を満たす解 v1, ..., vα が存在すれば, 順序関
係 ¹の定義より, {u′

1, . . . , u
′
α} に対しても式 (18)を満たす解

v′
1, ..., v

′
α が必ず存在する. すなわち, 式 (18)を満たす解を求

める手続きにおいて, ℘α(Ut) の全ての要素を対象にする必要
はなく, 順序集合 (℘α(Ut),¹)の極大元のみを対象にすれば十
分であることが分かる. ここで, (℘α(Ut),¹) の極大元のみか
らなる集合を以下のように表す.

maximal(℘α(Ut)) (20)

以上より, Nα-ECCに対する α個以下の多重誤りを訂正す
る復号法として以下のアルゴリズムを示すことができる.

Initialize M = maximal(℘α(Ut)).
1. Input the received vector z.
2. Compute σ(z)T = Htz

T .

3. If σ(z) = 0 then output the information vector φ−1
t (z)

and halt else goto 4.
4. Choose an {u1, . . . , uα} ∈ M .
5. If the solution v1, . . . , vα of the linear system(18) for

u1, . . . , uα can be found then goto 6 else goto 7.
6. Output the information vector φ−1

t (z −
Pα

i=1 viui)
and halt.

7. Update M = M \ {{u1, . . . , uα}}. If M = ∅ then
output “Error is detected” and halt else goto 4.

このアルゴリズムの時間計算量の主要な因子は, step 4 →
5 → 7 → 4 というループの実行回数の上限である. この
ループ回数は, たかだか |maximal(℘α(Ut))| である. そして,

|maximal(℘α(Ut))| ≤ |℘α(Ut)| =
`|Ut|

α

´

が成り立つ.

6 消失訂正
6.1 消失の定義
本稿では, NECCでの, 消失を次のように定義する.
消失とは, ネットワーク中のリンクで発生した誤りに対し,

受信側がそれら誤りの個々の誤り値を知ることはできないが,
どこのリンクで誤りが発生したのかの位置情報を知ることがで
きる誤りのことであると定義する.
したがって, 送信側から情報 ~i ∈ Fk

q を送信し, 消失 ~e′ =

(e′1, . . . , e
′
|E|) ∈ F|E|

q が発生したとする. そして, 受信側は, 受
信ベクトル z = φ(~i, ~e′)と消失 ~e′ の位置情報

F (~e′) = {i | e′i 6= 0, 1 ≤ i ≤ |E|} (21)

を得ることができると設定する. 以下では, w(~e′) ≤ 2α が成
り立つと仮定する.

各 i, 1 ≤ i ≤ |E| に対し, ベクトル ~ei ∈ F|E|
2 を i 番

目の成分のみが 1 で, それ以外はすべて 0 である単位ベク
トルとする. これらの単位ベクトルを用いると, 消失 ~e′ は,
~e′ =

P|E|
i=1 e′i~ei =

P

i∈F (~e′) e′i~ei と表すことができる.

消失 ~e′ の位置情報 F (~e′)から得られるベクトルの集合

Ut(~e′) = {φ(~0, ~ei) | ~ei ∈ F|E|
2 , w(~ei) = 1 for i ∈ F (~e′)} (22)

を考える. さらに, Ut(~e′) の元によって張られる Fq 上の線型
空間を

Vt(~e′) = spn(Ut(~e′)) (23)

と簡略して表し, 線型空間 Vt(~e′) の次元を

m′
t = dimVt(~e′) (24)

と表す. そして, 線型空間 Vt(~e′) の基底として, Ut(~e′) の中か
ら線型独立な m′

t 個を選び,

u′
1, . . . , u

′
m′

t
∈ Ut(~e′) (25)

と表す. したがって, φ(~0, ~e′) = φ(~0,
P

i∈F (~e′) e′i~ei)

=
P

i∈F (~e′) e′iφ(~0, ~ei) ∈ V (~e′) より, 消失 ~e′ に対する φ(~0, ~e′)

は, Vt(~e′) の基底 u′
1, . . . , u

′
m′

t
を用いて, それらの Fq 上の線

型結合で一意に表すことができる.
(v′

1, . . . , v
′
m′

t
) 6= (0, . . . , 0)を満たすm′

t個の任意の v′
1, . . . , v

′
m′

t
∈

Fq に対し, u′
1, . . . , u

′
m′

t
は線型独立であるから,

Pm′
t

i=1 v′
iu

′
i 6= 0

が成り立つ. w(~e′) ≤ 2α より, F (~e′) ⊆ F を満たす |F | = 2α

である F ⊆ E が存在する. したがって, 0 6=
Pm′

t
i=1 v′

iu
′
i ∈

Vt(~e′) ⊆ V3 と条件式 (6) より,
Pm′

t
i=1 v′

iu
′
i 6∈ V2 が成り立

つ. これより, (v′
1, . . . , v

′
m′

t
) 6= (0, . . . , 0) を満たす任意の

v′
1, . . . , v

′
m′

t
∈ Fq に対し, 以下が成り立つ.

0T 6= Ht(

m′
t

X

i=1

v′
iu

′
i)

T =

m′
t

X

i=1

v′
iHtu

′T
i =

m′
t

X

i=1

v′
iσ

T
i

ただし, σi, 1 ≤ i ≤ m′
t は次のように定義される行ベクトル:

σT
i = Htu

′T
i , 1 ≤ i ≤ m′

t

すなわち, σ1, . . . , σm′
t
が線型独立であることを示している.

ゆえに, (|Γ−(t)| − k) × mt′ 行列 [σT
1 , . . . , σT

m′
t
] のランクは,

rank [σT
1 , . . . , σT

m′
t
] = m′

t を満たす.

以上より, 次のことが言える. w(~e′) ≤ 2α を満たす消失
~e′ ∈ F|E|

q に対し, ベクトル φ(~0, ~e′) は, 線型独立な m′
t 個の

u′
1, . . . , u

′
m′

t
を用いて, φ(~0, ~e′) =

Pm′
t

i=1 v′
iu

′
i と表すことがで

き, そのような v′
1, . . . , v

′
m′

t
∈ Fq が一意に定まる.

したがって,

m′
t

X

i=1

v′
iσ

T
i =

m′
t

X

i=1

v′
iHtu

′T
i = Ht(

m′
t

X

i=1

v′
iu

′
i)

T = Htφ(~0, ~e′)T

= Htφ(~i, ~e′)T = Htz
T = σ(z)T (26)

と rank [σT
1 , . . . , σT

m′
t
] = m′

t より, 受信ベクトル z = φ(~i, ~e′)

と消失 ~e′の位置情報F (~e′)から,式 (26)を満たす解 v′
1, . . . , v

′
m′

t

を一意に求めることができる. そして, 求めた v′
1, . . . , v

′
m′

t
を

用いて,

z −
m′

t
X

i=1

v′
iu

′
i = φ(~i, ~e′) −

m′
t

X

i=1

v′
iu

′
i

= φ(~i,~0) + φ(~0, ~e′) −
m′

t
X

i=1

v′
iu

′
i = φ(~i,~0) ∈ V2

という結果を得る. ゆえに, φ−1(z −
Pm′

t
i=1 v′

iu
′
i) を推定送信情

報として求めることができる.
以上より, w(~e′) ≤ 2α を満たす消失 ~e′ に対する消失訂正ア

ルゴリズムを, 以下のように示すことができる.



6.2 アルゴリズム
1. Input the received vector z and the information F (~e′)

of error locations for the erasure ~e′. (See the eq. (21)

for F (~e′).)

2. Compute σ(z)T = Htz
T .

3. If F (~e′) = ∅ then goto 4 else goto 5.

4. If σ(z) = 0 then output the information vector φ−1
t (z)

and halt else output “Error is detected” and halt.

5. Find Ut(~e′) from F (~e′). (See the eq. (22) for Ut(~e′).)

6. Find the dimension m′
t of the linear space Vt(~e′). (See

the eq. (23) for Vt(~e′).)

7. Select a basis u′
1, . . . , u

′
m′

t
∈ Ut(~e′) of Vt(~e′).

8. Compute σT
i = Htu

′T
i for all i, 1 ≤ i ≤ m′

t.

9. Find the solution v′
1, . . . , v

′
m′

t
of the linear system

Pm′
t

i=1 v′
iσ

T
i = σ(z)T .

10. Compute z −
Pm′

t
i=1 v′

iu
′
i and output the information

vector φ−1
t (z −

Pm′
t

i=1 v′
iu

′
i), and halt.

6.3 消失訂正の例
4.2節の例と同じネットワークと Nα-ECCを用いる. そし

て, 消失が発生した場合のシンク t2 での消失訂正の例につい
て述べる.
まず, ソースから情報 ~i = (4) ∈ F1

5 を送信し, 消失 ~e′ =

(0, 3, 2, 0, . . . , 0) ∈ F15
5 が発生したものとする. ただし, ~e′ は

リンク e2 と e3 においてそれぞれ誤り値 3 と 2 の誤りが発生
したことを表す.
このとき,シンク t2 では受信ベクトル z = φ(~i, ~e′) = (1, 4, 1)

を受信すると同時に, 補助情報として, 消失 ~e′ の位置情報
F (~e′) = {2, 3} も得る.

6.2 節のアルゴリズムでは, 受信ベクトル z = (1, 4, 1) と
F (~e′) = {2, 3} を入力する (Step 1). z に対するシンドロー
ム σ(z) = (0, 4) を計算する (Step 2). F (~e′) 6= ∅ より (Step

3), 次に, F (~e′) の情報から Ut(~e′) = {(1, 1, 0), (0, 2, 1)} を求
める (Step 5). Ut(~e′) の元で張るベクトル空間 Vt(~e′) の次元
を求めると, m′

t = 2である (Step 6). そこで, Vt(~e′)の基底を
(u′

1, u
′
2) = ((1, 1, 0), (0, 2, 1)) とする (Step 7). そして, u′

1, u
′
2

に対するそれぞれのシンドローム σ1 = (2, 1), σ2 = (2, 3)

を計算する (Step 8). 2 × 2 行列 [σT
1 , σT

2 ] =

»

22
13

–

より,

[σT
1 , σT

2 ]−1 =

»

22
13

–

を計算することで,
P2

i=1 v′
iσ

T
i = σ(z)T

を満たす (v′
1, v

′
2) = (3, 2) が求まる (Step 9). 最後に, z −

(3u′
1 + 2u′

2) = (1, 4, 1)− (3, 2, 2) = (3, 2, 4) を計算し, 推定送
信情報として φ−1

t ((3, 2, 4)) = (4) を出力する (Step 10).

7 誤り+消失訂正 (その 1)
本節では, 誤り + 消失訂正に対する探索的な復号法につい

て説明する.
ソースから情報~i ∈ Fk

qを送信したとき,誤り ~e = (e1, . . . , e|E|) ∈
F|E|

q と消失 ~e′ = (e′1, . . . , e
′
|E|) ∈ F|E|

q が発生したとする. た
だし, 2w(~e) + w(~e′) ≤ 2α を仮定する.

そして, シンク tでは, 受信ベクトル z = φt(~i, ~e + ~e′)と補
助情報として, 消失 ~e′ の位置情報 F (~e′)を得ることができる
と設定する. (F (~e′)については式 (21)を参照)
以下の記述を簡便にするために, 非負整数 γ と β を

γ = w(~e′), (27)

β = b2α − γ

2
c (28)

と定義する. このとき, w(~e) ≤ β であることに注意する.

シンク t では, 位置情報 F (~e′) から Ut(~e′) を構成すること
ができる. (Ut(~e′)については式 (22)を参照) そこで, 式 (19)
の ℘α(Ut)に対応する集合として,

℘β = {{u1, . . . , uβ} ∪ Ut(~e′) | {u1, . . . , uβ} ⊆ Ut \ Ut(~e′)} (29)

を定義する. 集合℘βの各要素はUtの部分集合で,その部分集合

の濃度は β +γ である. そして, 集合 ℘β の濃度は
`|Ut\Ut(~e′)|

β

´

である.
集合 ℘β の各要素 {u1, . . . , uβ+γ} に対し, 次の連立一次方

程式 (30)を満たす解 v1, ..., vβ+γ ∈ Fq が求まるかを調べる.

Ht

"

u1

|
uβ+γ

#T "

v1

|
vβ+γ

#

= σ(z)T (30)

集合 ℘β のある要素 {u1, . . . , uβ+γ}に対し, v1, ..., vβ+γ が式
(30)を満たす解ならば, 5節で議論, 提案した多重誤り訂正に
対する手法およびアルゴリズムと同様の考え方で, 受信ベクト
ル z から送信情報~i を求めることができることが容易に理解
できる.

8 誤り+消失訂正 (その 2)
本節では, 前節と同様の誤り + 消失訂正について考える.

ただし, 本節の目的は, シンク t にて受信した受信ベクトル
z = φt(~i, ~e + ~e′)と位置情報 F (~e′) を用いて, 誤り ~eと消失 ~e′

の両方の影響を受けたシンドーローム σ(z)T = Htz
T から消

失 ~e′ の影響を取り除き, 誤り ~e のみの影響しか受けていない
修正シンドロームを代数的手続きで求める方法を説明すること
にある. このアイデアは, [11] にて Forney が BCH符号に対
して示したアイデアの一般化になっている.

前節と同様に, 誤り ~e ∈ F|E|
q と消失 ~e′ ∈ F|E|

q は, 2w(~e) +

w(~e′) ≤ 2α を満たすものとする.

式 (21)と (22)において, 消失 ~e′ に対し F (~e′) と U(~e′) を
定義したことと同様に, 誤り ~e に対しても以下を定義する.

F (~e) = {i | ei 6= 0, 1 ≤ i ≤ |E|},
Ut(~e) = {φ(~0, ~ei) | ~ei ∈ F|E|

2 , w(~ei) = 1 for i ∈ F (~e)}.

ただし, 説明を簡単にするため便宜上, F (~e) ∩ F (~e′) = ∅ であ
ると仮定する. さらに, Ut(~e) と Ut(~e′) のそれぞれの元によっ
て張られる Fq 上の線型空間を

Vt = spn(Ut(~e)),

V ′
t = spn(Ut(~e′))

と簡略して表す. そして, V ′
t の次元を

m′
t = dimV ′

t

と表し,

m∗
t = dimVt − dimVt ∩ V ′

t

とする. これより, dim(Vt + V ′
t ) = m∗

t + m′
t である. 線型空

間 V ′
t のm′

t 個の基底を Ut(~e′)の中から選び,

u′
1, . . . , u

′
m′

t
∈ Ut(~e′)

と表す. さらに, u′
1, . . . , u

′
m′

t
を拡張し, Vt + V ′

t の基底を

u′
1, . . . , u

′
m′

t
, u∗

1, . . . , u
∗
m∗

t

と表す. ただし, u∗
1, . . . , u

∗
m∗

t
∈ Ut(~e) とする.

誤り ~e と消失 ~e′ に対応するそれぞれのベクトルは φ(~0, ~e) ∈
Vt, φ(~0, ~e′) ∈ V ′

t を満たすから, φ(~0, ~e + ~e′) = φ(~0, ~e) +

φ(~0, ~e′) ∈ Vt + V ′
t . したがって, φ(~0, ~e + ~e′) は Vt + V ′

t の



基底である u′
1, . . . , u

′
m′

t
, u∗

1, . . . , u
∗
m∗

t
の線型結合で一意に表す

ことができる. すなわち,

φ(~0, ~e + ~e′) =

m∗
t

X

i=1

v∗
i u∗

i +

m′
t

X

i=1

v′
iu

′
i

と表すことができる v′
1, . . . , v

′
m′

t
, v∗

1 , . . . , v∗
m∗

t
∈ Fq が一意に

定まる.
次に, シンク tでの V2 の検査行列 Ht について、その i行

目の行ベクトルを hi ∈ F|Γ−(t)|
q , 1 ≤ i ≤ |Γ−(t)| − k と表す

ことにする.
各 `, 1 ≤ ` ≤ |Γ−(t)| − k −m′

t に対し, 検査行列Ht の `行
目から ` + m′

t 行目までの m′
t + 1個の行ベクトルを順に並べ

た (m′
t + 1) × |Γ−(t)| 部分行列を H

(`)
t と表す. 受信ベクトル

φ(~i, ~e + ~e′)と H
(`)
t によるシンドローム (σ`, . . . , σ`+m′

t
)は次

のように書ける.

(σ`, . . . , σ`+m′
t
)T = H

(`)
t φ(~i, ~e + ~e′)T

= H
(`)
t U∗T V ∗T + H

(`)
t U ′T V ′T .(31)

ただし, U∗, V ∗, U ′, V ′ は,それぞれ以下のようなm∗
t ×|Γ−(t)|

行列, 1 × m∗
t 行列, m′

t × |Γ−(t)|行列, 1 × m′
t 行列であると

する:

U∗ =

2

4

u∗
1

|
u∗

m∗
t

3

5 , U ′ =

2

4

u′
1

|
u′

m′
t

3

5 ,

V ∗ = [v∗
1 , . . . , v∗

m∗
t
], V ′ = [v′

1, . . . , v
′
m′

t
].

そして, 各 `, 1 ≤ ` ≤ |Γ−(t)| − k − m′
t に対し, 式 (31)の右

辺の第 2項に現れる (m′
t + 1)×m′

t 行列H
(`)
t U ′T の転置行列

(H
(`)
t U ′T )T に関する次の連立一次方程式を考える.

(H
(`)
t U ′T )T (τ

(`)
1 , . . . , τ

(`)

m′
t+1

)T = 0T (32)

転置行列 (H
(`)
t U ′T )T は m′

t × (m′
t + 1) 行列であるから,

τ
(`)

m′
t+1

6= 0 を満たす自明でない解 τ
(`)
1 , . . . , τ

(`)

m′
t+1

∈ Fq を

得ることができる.
各 `, 1 ≤ ` ≤ |Γ−(t)| − k − m′

t に対し, シンドローム
(σ`, . . . , σ`+m′

t
)と (τ

(`)
1 , . . . , τ

(`)

m′
t+1

)の内積を σ∗
` と表すと, 式

(31)と (32)より, 修正シンドローム

σ∗
` = (τ

(`)
1 , . . . , τ

(`)

m′
t+1

)(σ`, . . . , σ`+m′
t
)T

= (τ
(`)
1 , . . . , τ

(`)

m′
t+1

)(H
(`)
t U∗T V ∗T + H

(`)
t U ′T V ′T )

= (τ
(`)
1 , . . . , τ

(`)

m′
t+1

)H
(`)
t U∗T V ∗T

= h∗
`U∗T V ∗T =

m∗
t

X

i=1

v∗
i h∗

`u∗
i

T (33)

を得ることができる. ただし, h∗
` = (τ

(`)
1 , . . . , τ

(`)

m′
t+1

)H
(`)
t ∈

F|Γ−(t)|
q . そして, すべての 1 ≤ ` ≤ |Γ−(t)| − k − m′

t に対し,

τ
(`)

m′
t+1

6= 0 としていることより, h∗
1, . . . , h

∗
|Γ−(t)|−k−m′

t
は線

型独立であることに注意する. 式 (33)より, 修正シンドローム
σ∗

` は, u′
1, . . . , u

′
m′

t
という消失 ~e′ に関わる影響が取り除かれ

ていることが分かる.
以上より, |Γ−(t)| − k 個のシンドローム σ1, . . . , σ|Γ−(t)|−k

から消失 ~e′ の影響を取り除いた |Γ−(t)| − k −m′
t 個の修正シ

ンドローム σ∗
1 , . . . , σ∗

|Γ−(t)|−k−m′
t
を得ることができる.

dimV ′
t = m′

t とm∗
t +m′

t = dim(Vt+V ′
t ) ≤ dimVt+dimV ′

t

より, m∗
t ≤ dimVt ≤ |Ut(~e)| ≤ w(~e) が成り立つ. そして,

2α ≤ n − k ≤ |Γ−(t)| − k, 2w(~e) + w(~e′) ≤ 2α, m′
t ≤ w(~e′)

より, 2m∗
t ≤ 2w(~e) ≤ |Γ−(t)| − k−m′

t が成り立つ. したがっ
て, 式 (18)に対応する誤り ~eに関わる影響のみの連立一次方
程式

2

4

h∗
1

|
h∗
|Γ−(t)|−k−m′

t

3

5 U∗T V ∗T =

2

4

σ∗
1

|
σ∗
|Γ−(t)|−k−m′

t

3

5 (34)

を得ることができる.
消失の影響を取り除いた修正シンドロームを用いた復号の

一つとして, 例えば, 探索的な復号法となる次の方法が考えら
れる. 式 (28) の定義より, m∗

t ≤ w(~e) ≤ β が成り立つ. ま
た, 2β ≤ 2α − w(~e′) ≤ |Γ−(t)| − k − m′

t も成り立つ. こ
れより, 連立一次方程式 (34) における m∗

t 個の u∗
1, . . . , u

∗
m∗

t

と v∗
1 , . . . , v∗

m∗
t
をそれぞれ β 個の u1, . . . , uβ ∈ Ut \ Ut(~e′)と

v1, . . . , vβ ∈ Fq に拡張することで, 5 節と 7 節にて提案した
探索的な方法による多重誤り訂正の復号法も利用することがで
きることが分かる.

9 結論
Nα-ECC に対する検査行列とシンドロームを定義し, それ

らを利用した幾つかの探索的な復号法を示した. そして, 粗い
計算量評価も行なった. 今後の課題として, 復号法およびその
計算量評価のさらなる精査が必要である. また, 代数的な復号
法を適用できるようなある種の構造をもたせた符号化の研究が
必要である.
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