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1 まえがき
本稿では, ネットワーク符号化の一手法である線型ネット

ワーク符号 (Linear Network Code(LNC))の幾つかの新しい
構成法について述べる. 具体的には, マルチキャスト LNC, ブ
ロードキャスト LNC, ロバスト LNCを扱う. これらの符号
を構成する前処理として, ベースとなる最大 LNCという符号
を構成する. ネットワーク符号化の特徴の一つは, 中継ノード
でも符号化を行なうことである. 最大 LNCをベースにするこ
とで, 最大 LNCにより設定された中継ノードでの符号化手続
きを一切変更することなく, 最大 LNCから直接それぞれの目
的の LNCを構成可能であることを示す. これらの方法は, 従
来提案されている構成法 [1, 2, 3] とは異なる.

2 準備
数学的準備として既知ではない定理 2.1 と線型代数関連の

書籍などに記載されている定理 2.2を記す.

定理 2.1 N 個の有限体 F上のm × n行列 H1, . . . , HN は
rank Hi = n for all i ∈ {1, . . . , N}

を満たすとする. このとき, |F| > N ならば,
rank GHi = n for all i ∈ {1, . . . , N}

を満たす F上の n × m行列 Gが存在する.

定理 2.2 m × n行列 A, B に対し, 次の不等式が成り立つ.
rank (A + B) ≤ rank A + rank B.

3 ネットワーク
ネットワークを次のようなグラフとして定める: Unit capac-

ity, directed, acycle multi-graph (V, E), ソースノード s ∈ V ,
シンクノードの集合 T ⊆ V . Unit capacity であるリンク
e ∈ E は、1単位時間に Fの要素シンボル 1個を伝送可能な通
信路である. 各 t ∈ T に対し, ソース sからシンク tへの最大
流を ht と表す. 以下, 術語や記号などはほぼ [3] に従うので,
紙面の都合上, 説明の足らない部分は [3]を参照のこと.

4 マルチキャスト LNC(最小 LNC)
sからすべての t ∈ T へのマルチキャストによる伝送レート

の上限は h := mint∈T ht となる [4]. そして, 線型ネットワー
ク符号 (LNC)を用いることで, レート hを達成するマルチキャ
スト伝送が可能である [1]. さらに, LNCの構成法も提案され
ている [2, 3]. 特に, |F| > |T |ならば, LNCを構成できること
が知られている [5].
ネットワーク上の topological order に従って, 各 e ∈ E に

対し, local coding vector と global coding vector を定めるこ
とでマルチキャスト LNCは得られる [3] . 特に, global coding
vector は伝送レート hに対応させて F上の h次元ベクトルと
する. 各 t ∈ T に対し, sから tへの h本の link-disjoint-path
上のリンクに付随する global coding vector より, F上の正則
な h×h伝送行列 Bt が定まる. これより, sからの送信シンボ
ル列 yh ∈ Fh と tでの受信シンボル列 zh

t ∈ Fh の関係は, 次
のように表すことができる:

Fh Bt→ Fh

yh 7→ zh
t = yhBt

上記の伝送行列 Bt を与える符号化をマルチキャスト LNC
又は最小 LNC ということにしよう. s から t へのデータ伝
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送の一連の流れは以下の通り: sで生成された情報シンボル列
xh ∈ Fh を送信シンボル列 yh = xhIh ∈ Fh に符号化し, sか
ら yh を送信する. tでは受信シンボル列 zh

t = yhBt ∈ Fh を
受信し, B−1

t を用いて zh
t から zh

t B−1
t = xh を復元する. ここ

で, Ih と B−1
t はそれぞれ h × h単位行列と Bt の逆行列を表

す. 一連の操作を以下に示す:

Fh Ih→ Fh Bt→ Fh
B−1

t→ Fh

xh 7→ yh 7→ zh
t 7→ zh

t B−1
t

5 最大 LNC
本節では, 前節にて説明したマルチキャスト LNCを一般化

したものを考える. まず, 最大流の列 {ht | t ∈ T}の最大値を
考え, その値を h := maxt∈T ht とする. そして, global coding
vector を F 上の h 次元ベクトルとする. 各 t ∈ T に対し,
s から t への ht 本の link-disjoint-path 上のリンクに付随す
る global coding vector より, rankHt = ht を満たす F上の
h × ht 伝送行列 Ht を得ることができる. これより, sからの
送信シンボル列 yh

t ∈ Fh と tでの受信シンボル列 zht
t ∈ Fht

の関係は, 次のように表すことができる:

Fh Ht→ Fht

yh 7→ zht
t = yhHt

上記の伝送行列 Ht を与える符号化を最大 LNCということ
にしよう. このとき, 定理 2.1より, 任意の非負整数 k に対し,
|F| > |{t | t ∈ T, ht ≥ k}|ならば,

rankGHt = k for all t ∈ {t | t ∈ T, ht ≥ k}
を満たす F 上の k × h 符号化行列 G が存在する. さらに,
rankGHt = k より, (GHt)(GHt)

−1 = Ik を満たす ht × k 行
列 (GHt)

−1 が存在する. このような G を用いた s から t へ
のデータ伝送の流れは以下の通り: sで生成された情報シンボ
ル列 xk ∈ Fk を Gを用いて送信シンボル列 yh = xkG ∈ Fh

に符号化し, s から yh を送信する. t では受信シンボル列
zht

t = yhHt ∈ Fht を受信し, zht
t から zht

t (GHt)
−1 = xk を復

元することができる. 一連の操作を以下に示す:

Fk G→ Fh Ht→ Fht
(GHt)

−1

→ Fk

xk 7→ yh 7→ zht
t 7→ zht

t (GHt)
−1

明らかに, k ≤ hのとき, {t | t ∈ T, ht ≥ k} = T である. こ
れより, 最大 LNCからマルチキャスト LNCを構成できる. 以
上より, 符号化行列 Gを用いて最大 LNCからマルチキャスト
LNCを構成できる.

6 ブロードキャスト LNC
本節で述べるブロードキャストによるデータ伝送の枠組みは

[1]において述べられているものである。
前処理として, 最大 LNCが既に構成されているものと仮定

する. このとき, 以下の定理が成り立つ.

定理 6.1 |F| > |T |ならば, すべての伝送行列 Ht, t ∈ T を変
更することなく, 次に示すデータ伝送が可能である: すべての
t ∈ T に対し, sから tへメッセージを伝送レート ht で伝送す
ることが可能である.

例えば, |{ht | t ∈ T}| = 3 の場合を考えよう. 3 種類の最
大流を h1 > h2 > h3 と表し, Ti := {t | t ∈ T, ht = hi},
i = 1, 2, 3 とする. h1, h2, h3 の最小公倍数を L とし, パラ
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メータ (d1, d2, d3) := (h1, h1 − h2, h2 − h3) と (c1, c2, c3) :=
(L/h1, L/h2 − L/h1, L/h3 − L/h2) を定める. これより,
(L/h1, L/h2, L/h3) = (c1, c1 + c2, c1 + c2 + c3)である.
ブロードキャストを実現するために補助行列 Fi, i = 2, 3 と

符号化行列 Gi, i = 1, 2, 3 の 2種類を以下のように定める.
1. F上の h × di 行列 Fi, i = 2, 3 は以下を満たす:

i. rank [Ht2F2] = h for all t2 ∈ T2,

ii. rank [Ht3F3F2] = h for all t3 ∈ T3.
ここで, “[”, “]”を用いた [Ht2F2]は Ht2 と F2 を部分行
列としてもつ h × h行列を表す. 以下同様.

2. F上の hi × h行列 Gi, i = 1, 2, 3 は以下を満たす:
i. rankG1Ht1 = h1 for all t1 ∈ T1,
ii. rankG1[Ht2F2] = h1, rankG2Ht2 = h2 for all t2 ∈

T2,
iii. rankG1[Ht3F3F2] = h1, rankG2[Ht3F3] = h2,

rankG3Ht3 = h3 for all t3 ∈ T3.
定理 2.1 より, |F| > |T | のとき, 上記の条件を満たす行列

Gi, i = 1, 2, 3 が存在する. また, 上記の条件を満たす行列 Fi,
i = 2, 3 は最大 LNCを構成する際に容易に構成できる. 以下
に各段階での手続きを記す.
(情報): 各 t ∈ T に対してメッセージ (x1, . . . , xL) ∈ FL を
L/ht 単位時間で伝送するために, 情報シンボル列 x1, . . . , xL

を以下のように加工し, データ行列 D1, D2, D3 で表す.
1. x1, . . . , xL を c1 × h1 行列D1 の各成分に対応するように
並び換える. ここで, L = c1h1.

2. D
(1)
2 := D1G1F2として得られる t1d2個の成分を c2 ×h2

行列 D2 に並べ換える. ここで, t1d2 = c2h2.

3. D
(1)
3 := D1G1F3, D

(2)
3 := D2G2F3 として得られるそれ

ぞれ t1d3 個と t2d3 個の成分を c3 × h3 行列 D3 に並べ換
える. ここで, (t1 + t2)d3 = c3h3.

(符号化と送信): データ行列 D1, D2, D3 をそれぞれ符号化行
列 G1, G2, G3 を用いて符号化する. そして, 時刻m, 1 ≤ m ≤
c1 + c2 + c3, に s から送信する長さ h の送信シンボル列を

(c1 + c2 + c3) × h 行列

(
D1G1

D2G2

D3G3

)
の m 行目の行ベクトル

に対応させる.
(受信):

1. 各 t1 ∈ T1 では, 時刻 1 ∼ c1 までに, Z
(1)
t1

:= D1G1Ht1

を受信する.
2. 各 t2 ∈ T2 では, 時刻 1 ∼ c1, c1 + 1 ∼ c1 + c2 までに, そ
れぞれ Z

(1)
t2

:= D1G1Ht2 , Z
(2)
t2

:= D2G2Ht2 を受信する.
3. 各 t3 ∈ T3 では, 時刻 1 ∼ c1, c1 + 1 ∼ c1 + c2, c1 + c2 +

1 ∼ c1 + c2 + c3 までに, それぞれ Z
(1)
t3

:= D1G1Ht3 ,

Z
(2)
t3

:= D2G2Ht3 , Z
(3)
t3

:= D3G3Ht3 を受信する.
(復元): 下記の手続きで受信データからメッセージを復元する.
1. 各 t1 ∈ T1 では, Ht1 , G1 を既知とする.

Z
(1)
t1

(G1Ht1)
−1 = D1.

2. 各 t2 ∈ T2 では, Ht2 , G1, G2, F2 を既知とする.

Z
(2)
t2

(G2Ht2)
−1 = D2,

[Z
(1)
t2

D
(1)
2 ](G2[Ht2F2])

−1 = D1.
3. 各 t3 ∈ T3 では, Ht3 , G1, G2, G3, F2, F3 を既知とする.

Z
(3)
t3

(G3Ht3)
−1 = D3,

[Z
(2)
t3

D
(2)
3 ](G2[Ht3F3])

−1 = D2,

[Z
(1)
t3

D
(1)
3 D

(1)
2 ](G1[Ht3F3F2])

−1 = D1.
上記の手続きにより, すべての t ∈ T に対してメッセージ

(x1, . . . , xL) をレート ht で伝送することが可能である. 以上
より, 符号化行列と補助行列を用いて最大 LNCからブロード
キャスト LNCを構成できる.

7 ロバスト LNC

本節で述べるロバスト LNC の枠組み及び構成法は最初に
[2]において与えられた. その後, 異なるアプローチでの構成法

が [3]においても与えられた. ロバスト LNCは link failureに
対応する符号である. ロバスト LNC で仮定する link failure
とは, リンク故障で伝送データを伝送できないことを指してい
る. 理論的には, link failureが発生した unit capacityのリン
クでは, そのリンク上を流れる Fの要素である伝送シンボルが
常に固定値の零元 0 ∈ Fに変化すると仮定する. そして, シン
ク側では, 受信データから送信データを復元するための補助情
報として, 発生した複数の link failureの位置情報を示す link
failure pattern F を知ることができると仮定する. ネットワー
ク上で発生する link failure patternの全体の集合を F とする.
前処理として, 最大 LNCが既に構成されているものと仮定

する. 一般に, link failure pattern F ∈ F が発生することで,
各 t ∈ T では既存の伝送行列 Ht が変化する. それは, tと F
により, h× htlink failure伝送行列HF

t が一意に定まり, その
結果, Htから (Ht −HF

t )に変化する. したがって, link failure
pattern F ∈ F が発生した場合, 各 t ∈ T に対し, sから tへ
の送受信シンボル列 yh と zht

t の関係は以下のように表される:

Fh (Ht−HF
t )

→ Fht

yh 7→ zht
t = yh(Ht − HF

t )

定理 2.2より, rank (Ht − HF
t ) ≥ ht − rank HF

t が成り立
つ. 一方, ある非負整数 k に対し, 以下が成り立つと仮定する:

h − rank HF
t ≥ k for all t ∈ T, F ∈ F .

さらに, F上の k×h符号化行列Gを以下を満たすものとする:
rank G(Ht − HF

t ) = k for all t ∈ T , F ∈ F .
Rank (Ht − HF

t ) ≥ k と定理 2.1 より, F > |T | × |F| の
とき, 上記の条件を満たす G が存在する. このとき, G を
用いて情報シンボル列 xk を送信シンボル列 yh = xkG に符
号化し, s から yh を送信する. その後, 各 t ∈ T において,
発生した link failure pattern F の補助情報を得られる場合,
(G((Ht − HF

t ))(G(Ht − HF
t ))−1 = Ik を満たす ht × k 行列

(G(Ht − HF
t ))−1 を用いて, 受信シンボル列 zht

t から xk を復
元することができる. 一連の操作を以下に示す:

Fk G→ Fh (Ht−HF
t )

→ Fht
(G(Ht−HF

t ))−1

→ Fk

xk 7→ yh 7→ zht
t 7→ zht

t (G(Ht − HF
t ))−1

ゆえに, シンク tが符号化行列Gと発生した link failure pat-
tern F の補助情報を得られるものと仮定するならば, すべての
t ∈ T に対し, 任意の link failure pattern F ∈ F が発生して
も, sから tへ情報 xk を正しく伝送できる. 以上より, 符号化
行列 Gを用いて最大 LNCからロバスト LNCを構成できる.

8 結論
本稿では, 符号化行列 G をネットワーク伝送の目的に応じ

て構成し, 最大 LNCに適用することで, 最大 LNCから直接に
マルチキャスト LNC, ブロードキャスト LNC, ロバスト LNC
のそれぞれを構成可能であることを示し, 線型ネットワーク符
号の構成において新しい知見を与えた. このことを応用の側面
から考えると, ネットワーク中の中継ノードにおける符号化手
続きを, 最大 LNCとして一度設定すれば，後にそれらの設定
を変更することなく，ソースとシンクのみでそれぞれ符号化と
復元の手続きを実行するだけで, 目的の LNCを得ることがで
きることを示している.
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