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例題 5.55 (X,≤X), (Y,≤Y )を順序集合とする. そのとき, X × Y 上の
関係 Rを, (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y に対し, 「“(x1, y1)R(x2, y2)” ⇔
“(x1 ≤X x2) ∧ (y1 ≤Y y2)”」が成り立つときと定義する. このとき, Rは
X × Y 上の順序関係になる.

(証明)

(反射律) 任意の (x, y) ∈ X ×Y に対し、x ≤ x かつ y ≤ y が成り立つ。
ゆえに、(x, y)R(x, y) が成り立つ。

(反対称律)任意の (x1, y1), (x2, y2) ∈ X×Y に対し、(x1, y1)R(x2, y2)か
つ (x2, y2)R(x1, y1) ならば、(x1, y1)R(x2, y2)より、x1 ≤ x2 かつ y1 ≤ y2.

さらに、(x2, y2)R(x1, y1)より、x2 ≤ x1かつ y2 ≤ y1. したがって、x1 ≤ x2

かつ x2 ≤ x1 より、x1 = x2. 同様に、y1 ≤ y2 かつ y2 ≤ y1 より、y1 = y2.

ゆえに、(x1, y1) = (x2, y2) が成り立つ。
(推移律)任意の (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ∈ X×Y に対し、(x1, y1)R(x2, y2)

かつ (x2, y2)R(x3, y3) ならば、(x1, y1)R(x2, y2)より、x1 ≤ x2 かつ y1 ≤
y2. さらに、(x2, y2)R(x3, y3) より、x2 ≤ x3 かつ y2 ≤ y3. したがって、
x1 ≤ x2 ≤ x3 より、x1 ≤ x3. 同様に、y1 ≤ y2 ≤ y3 より、y1 ≤ y3. ゆえ
に、(x1, y1)R(x3, y3)が成り立つ。
以上より、Rは 反射律、反対称律、推移律を満たし、X × Y 上の順序
関係となる。 ¤
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