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例 34. (包除原理)

有限集合 X,Y, Z を有限集合 U の部分集合とするとき，
以下が成り立つことを示せ。

1. |X ∪Y ∪Z| = |X|+ |Y |+ |Z|− |X ∩Y |− |X ∩Z|− |Y ∩Z|+ |X ∩Y ∩Z|

2. |X ∩ Y | = |U | − |Xc| − |Y c| + |Xc ∩ Y c|
　　　= |X| + |Y | + |Xc ∩ Y c| − |U |

3. |X ∩ Y ∩ Z| = |U | − |Xc| − |Y c| − |Zc|
+|Xc ∩ Y c| + |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |Xc ∩ Y c ∩ Zc|

4. |Xc ∩ Y c ∩ Z| = |Z| − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|

5. 1から250までの自然数の中で、2でも7でも割り切れず、

かつ5で割り切れるものは、いくつあるか。(包除原理を用いて考えよ。)
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1. |X ∪ Y ∪ Z| = |X| + |Y | + |Z|
−|X ∩ Y | − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|

(解答)

|(X ∪ Y ) ∪ Z| = |(X ∪ Y )| + |Z| − |(X ∪ Y ) ∩ Z|

= |X| + |Y | − |X ∩ Y | + |Z| − |(X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z)|

= |X| + |Y | + |Z| − |X ∩ Y |

−|X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|.

ここで、(X ∩ Z) ∩ (Y ∩ Z) = X ∩ Y ∩ (Z ∩ Z) = X ∩ Y ∩ Z より，

|(X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z)| = |X ∩ Z| + |Y ∩ Z| − |(X ∩ Z) ∩ (Y ∩ Z)|

= |X ∩ Z| + |Y ∩ Z| − |X ∩ Y ∩ Z|

となることを最後の等式に用いた．
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2. |X ∩ Y | = |U | − |Xc| − |Y c| + |Xc ∩ Y c| = |X| + |Y | + |Xc ∩ Y c| − |U |
(解答) 補集合の定義とド・モルガンの法則より,

U = (X ∪ Y ) ∪ (X ∪ Y )c = (X ∪ Y ) ∪ (Xc ∩ Y c)

U = X ∪ Xc, U = Y ∪ Y c.

これらより、

|U | = |X ∪ Y | + |Xc ∩ Y c| = |X| + |Y | − |X ∩ Y | + |Xc ∩ Y c|.
ゆえに、

|X ∩ Y | = |X| + |Y | + |Xc ∩ Y c| − |U |
　　　　= |U | − |Xc| − |Y c| + |Xc ∩ Y c|.
ここで，|U | = |X| + |Xc|, |U | = |Y | + |Y c| より，
|X| + |Y | = 2|U | − |Xc| − |Y c| となることを用いた．
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3. |X ∩ Y ∩ Z| = |U | − |Xc| − |Y c| − |Zc|
+|Xc ∩ Y c| + |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |Xc ∩ Y c ∩ Zc|

(解答) 前記の結果 |X ∩ Y | = |U | − |Xc| − |Y c| + |Xc ∩ Y c|より，
|(X ∩ Y ) ∩ Z| = |U | − |(X ∩ Y )c| − |Zc| + |(X ∩ Y )c ∩ Zc|.
そこで、

|(X ∩ Y )c| = |Xc ∪ Y c| = |Xc| + |Y c| − |Xc ∩ Y c|
と

|(X ∩ Y )c ∩ Zc| = |(Xc ∪ Y c) ∩ Zc| = |(Xc ∩ Zc) ∪ (Y c ∩ Zc)|
　　　　　　　　= |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |(Xc ∩ Zc) ∩ (Y c ∩ Zc)|
　　　　　　　　= |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |Xc ∩ Y c ∩ Zc|
より、

|(X ∩ Y ) ∩ Z| = |U | − |Xc| − |Y c| − |Zc|
+|Xc ∩ Y c| + |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |Xc ∩ Y c ∩ Zc|.
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4. |Xc ∩ Y c ∩ Z| = |Z| − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|

 X  Y 
U

 Z 
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5. |Xc ∩ Y c ∩ Z| = |Z| − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|
(解答) 集合 X ∪ Y ∪ Z は共通部分もたない部分集合の和集合

(X ∪ Y ) ∪ Z = ((Xc ∩ Y c) ∩ Z) ∪ (X ∪ Y )

と書ける。これより、

|X∪Y ∪Z| = |Xc∩Y c∩Z|+|X∪Y | = |Xc∩Y c∩Z|+|X|+|Y |−|X∩Y |.
そして、|X ∪ Y ∪ Z| の公式を用いて、
|X| + |Y | + |Z| − |X ∩ Y | − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|
= |Xc ∩ Y c ∩ Z| + |X| + |Y | − |X ∩ Y |
となる。これを整理すると、

|Xc ∩ Y c ∩ Z| = |Z| − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|
となる。
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6. 1から250までの自然数の中で、2 でも 7 でも割り切れず、

かつ 5 で割り切れるものは、いくつあるか。

(解答)

U = {1, . . . , 250},
X = {x | x ∈ U, xは2で割り切れる},
Y = {y | y ∈ U, yは7で割り切れる},
Z = {z | z ∈ U, zは5で割り切れる}.
このとき，求める集合は Xc ∩ Y c ∩ Z と表すことができる．

|Z| = 50, |X ∩ Z| = 25, |Y ∩ Z| = 7, |X ∩ Y ∩ Z| = 3.

ゆえに， |Xc ∩Y c ∩Z| = |Z| − |X ∩Z| − |Y ∩Z|+ |X ∩Y ∩Z| より，
|Xc ∩ Y c ∩ Z| = 50 − 25 − 7 + 3 = 21 となる。
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包除原理 |X ∪ Y | = |X| + |Y | − |X ∩ Y | に関し，

一般に、集合 X1, . . . , Xn に対し、以下が成り立つ。

|X1 ∪ · · · ∪ Xn| =
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Xi1 ∪ · · · ∪ Xik|.

また、直積集合の |X × Y | = |X| × |Y | に関しても、一般に、

|X1 × · · · × Xn| = |X1| × · · · × |Xn|

が成り立つ。
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