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1.1 集合

定義 1. (集合)

1. 次のような性質をもつ, “もの” の集まりを集合という.

i. あるものが集合に属するか, どうかが、明確に判断できる.

ii. 集合に属する2つのものが, 同一であるかどうか判断できる.

2. 集合を構成するものを, その集合の要素(あるいは元(げん))という.

3. もの x が, 集合 X の要素であることを, x は X に 属するといい,

x ∈ X または X 3 x と表す.

(x は X に 含まれる，または，X は x を 含む)

x1 ∈ X,x2 ∈ X, . . . , xn ∈ X を x1, x2, . . . , xn ∈ X と略記する.
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4. ものxが, 集合Xの要素でないことを, x 6∈ X または X 63 x と表し,

x は X に属さないという.

(x は X に 含まれない，または，X は x を 含まない)

5. 集合を要素とする集合を集合族という.
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定義 2. (集合の記法)

1. 要素 x1, x2, . . . , xnからなる集合を {x1, x2, . . . , xn}と表す. (外延的記法)

2. P (x)をxに関する条件とする.

P (x)を満たす x を要素とし, かつ, そのような x だけを要素とする集

合を {x | P (x)} と表す. (内延的記法)

3. 複数の条件 P1(x), . . . , Pn(x) があるとき、P1(x), . . . , Pn(x) をすべて満

たす x を要素とし、かつ、そのような x だけを要素とする集合を

{x | P1(x), . . . , Pn(x)} と表す。

4. Xを集合とするとき、{x | x ∈ X, P (x)} を{x | P (x)} と略記する。

注意 3. (集合の記法)

1. 中カッコ “ {”, “ } ” を用いる。要素を コンマ “ , ”で区切る．

2. {x | P (x)} の中の x は、カッコ “ { ”と “ } ” の中だけで通用する変

数。したがって，{x | P (x)} = {y | P (y)} = {z | P (z)}.
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定義 4. (空集合)

要素をもたない集合を空(くう)集合とよび、記号 φ(ファイ) で表す。

　

注意 5. (空集合)

1. 空集合 φ と集合 {φ} は異なる．

2. φ は要素をもたない集合( 0 個の要素をもつ集合)．

3. {φ} はφという要素をもつ集合( 1 個の要素をもつ集合)．

4. 空集合を外延的記法で表せば、{ } と書くことができるが、
通常は用いない。

5. しかし、集合 {φ} を外延的記法で表せば、{ { } } と書ける．
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例 6. (集合の例)

1. 自然数全体の集まり: {1, 2, 3, . . .}.

2. 10より小さい素数全体の集まり: {2, 3, 5, 7}.
(1より大きい整数 xが 1 と 自分自身の x 以外に, 正の約数をもたな

いとき, xを素数という.)

3. 十分大きい自然数全体の集まり. これは集合ではない。

集合の定義で示した，条件 i. (集合に属するかどうか明確に判断でき

る) を満たさない.

4. 次の集合は空集合である: {x | x ∈ Z, 2x + 1 = 0}.
条件式 2x + 1 = 0 を満たす整数は存在しないから．

ここで，記号 Z は，整数全体からなる集合を表す．

条件 P (x) を “ 2x+1 = 0 ” とすれば， {x | x ∈ Z, P (x)} と書ける。
これより， {x | x ∈ Z, P (x)} = {y | y ∈ Z, P (y)} も理解できる．
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定義 7. (部分集合)

X,Y を集合とする。

Xの要素がすべてY の要素であるとき, XはY の部分集合であるといい,

X ⊆ Y または Y ⊇ X と表す.

XがY の部分集合であり, かつ, XでないY の要素が存在するとき,

XはY の真部分集合であるといい, X ⊂ Y または Y ⊃ X と表す.

別の言い方をすると、
　X ⊆ Y かつ X 6= Y ならば XはY の真部分集合である.

( 例 )

集合 X,Y を X = {1, 2}, Y = {1, 2, 3} とすると，

X ⊆ Y であり, さらに，X ⊂ Y となる．
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定義 8. (特別な集合の記号)

1. 自然数の全体からなる集合 {1, 2, . . .} を N と表す．

( Natural numbers )

2. 整数の全体からなる集合: {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} を Z と表す．

( Integers, Zahlen ( Zahl (数, number) の複数形) )

3. 有理数の全体からなる集合
{ a

b
| a, b ∈ Z, b 6= 0

}
を Q と表す．

( Rational numbers, Quotient(商) )

4. 実数の全体からなる集合を R と表す．

( Real numbers )

5. 複素数の全体からなる集合を C と表す．

( Complex numbers )

6. このとき、N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C が成り立つ．
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定義 9. ( X = Y )

X,Y を集合とする.

X ⊆ Y かつ X ⊇ Y のとき, XとY は等しいといい, X = Y と表す.

定義 10. ( X ⊆ Y の証明 )

集合 X,Y に対し、X ⊆ Y を証明する基本的な方法は、

「 すべての x ∈ X に対し、x ∈ Y である 」

ことを示せばよい。

ここで，「 任意の x ∈ X に対し、x ∈ Y である 」も同じ意味．

　

( X = Y の証明 ) X = Y を証明するには，X = Y の定義より，

「X ⊆ Y かつ X ⊇ Y」 を示せばよい．
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例 11. 次のことを証明せよ。

1. 任意の集合 X に対し, X ⊆ X.

2. 任意の集合 X に対し, φ ⊆ X.

3. {x | x ∈ N, 3 ≤ x2 ≤ 17} = {x | x ∈ N, 2 ≤ x ≤ 4}.

4. {2, 3, 1} ⊂ {4, 3, 6, 1, 5, 2}.

5. {1, 2, 1, 3, 4, 2} = {1, 2, 3, 4, 4, 3}.
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1. 任意の集合 X に対し、 X ⊆ X.

(証明) (「任意のx ∈ Xに対し，x ∈ X」を示せばよい.)

任意の x ∈ X に対し、x ∈ X であることは、明らか。

ゆえに、X ⊆ X が成り立つ．

　

2. 任意の集合 X に対し、 φ ⊆ X.

(証明) (「任意の x ∈ φ に対し，x ∈ X」を示せばよい.)

「x ∈ φ ならば x ∈ X」の対偶「x 6∈ X ならば x 6∈ φ」が正しいこと

を示す。

φ は, 要素をもたない集合であるから, 常に, x 6∈ φ が成り立つ.

したがって，対偶は常に正しい．ゆえに，φ ⊆ X が成り立つ．

(命題「 P ならば Q 」に対し，その主張 P , Q の否定を ¬P , ¬Q と

表すと，命題の対偶は「 ¬Q ならば ¬P 」となる. )
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3. {x|x ∈ N, 3 ≤ x2 ≤ 17} = {x|x ∈ N, 2 ≤ x ≤ 4}.
(証明) ( 左辺 ⊆ 右辺 かつ 左辺 ⊇ 右辺 を示せばよい. )

まず，12 = 1, 22 = 4, 32 = 9, 42 = 16, 52 = 25 より，左辺 = {2, 3, 4}.
一方，右辺 = {2, 3, 4}.
したがって, 任意の左辺の要素は, 右辺に属する. ゆえに, 左辺 ⊆ 右辺.

逆も, 同様に成り立つから, 左辺 ⊇ 右辺. ゆえに, 左辺 = 右辺.

　

4. {2, 3, 1} ⊂ {4, 3, 6, 1, 5, 2}.
(証明) ( 左辺 ⊆ 右辺 かつ 左辺 6= 右辺 を示せばよい. )

任意の左辺の要素は, 右辺に属するから, 左辺 ⊆ 右辺.

一方，右辺の要素 4 は左辺に属さないから, 左辺 6= 右辺.

ゆえに， 左辺 ⊂ 右辺.
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5. {1, 2, 1, 3, 4, 2} = {1, 2, 3, 4, 4, 3}.
(証明)

( 左辺 ⊆ 右辺 かつ 左辺 ⊇ 右辺 を示せばよい.

さらに，左辺 ⊆ 右辺 を示すには，
「任意の左辺の要素は, 右辺に属する」を示せばよい.)

( 注意 )

1. 外延的記法で表すとき, 要素の順序を入れ換えても, 集合は変化しない.

2. 同じ要素を重複して列挙しても, その表す集合は, 重複がない場合と同じ.

(集合の条件 ii.(集合に属する2つの要素が同一かどうか判断できる)に

より，重複した場合は同一とみなす)

3. すなわち, {1, 2, 1, 3, 4, 2} = {1, 2, 3, 4} = {1, 2, 3, 4, 4, 3}.
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例 12. 次のことが正しいかどうかを判定せよ。

1. φ ⊆ φ

2. φ ∈ φ

3. φ ⊆ {φ}

4. φ ∈ {φ}

5. {φ} ⊆ {φ}

6. {φ} ∈ {φ}
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1. φ ⊆ φ

(解答) 任意の集合 X に対し、φ ⊆ X である.

そこで，X = φ とすると φ ⊆ φ. ゆえに、正しい。

2. φ ∈ φ

(解答) 空集合 φ の要素数は0 より，要素 φ を持つことができない．ゆ

えに、正しくない。

3. φ ⊆ {φ}
(解答) 任意の集合 X に対し、φ ⊆ X である.

そこで，X = {φ} とすると φ ⊆ {φ}. ゆえに、正しい。

4. φ ∈ {φ}
(解答) 集合 X を X = {x} とすれば，x ∈ Xである.

x = φ とすれば，φ ∈ X = {φ}. ゆえに，正しい．
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5. {φ} ⊆ {φ}
(解答) 任意の集合Xに対し，X ⊆ X. X = {φ}とすれば {φ} ⊆ {φ}.
ゆえに，正しい．

6. {φ} ∈ {φ}
(解答) {φ} の要素は φ だけであり，{φ}を要素としてもたない．
ゆえに，正しくない。
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( 定義の記号 )

記号 “ := ” を “ 定義する ” という意味で用いる。(コロン イコール)

A := B とは、既知の B によって A を新しく定義することを意味する。

すなわち、B によって A を定義する。

B =: A と記述しても、A := B と同じ意味である。
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定義 13. 集合の間に、次のような 演算 “ ∪, ∩, +, c, −, ª ” を考える。
U を集合とし、X ⊆ U, Y ⊆ U とする。

1. X ∪ Y := {x | x ∈ X または x ∈ Y }. (X と Y の和集合)

2. X ∩ Y := {x | x ∈ X かつ x ∈ Y }. (X と Y の積集合, 共通集合)

3. X ∩ Y = φ のとき、X ∪ Y を X とY の直和といい、

X + Y と表すことがある。

4. Xc := {x | x ∈ U, x 6∈ X}. (U に関する X の補集合, complement)

5. X − Y := X ∩ Y c. (X と Y の 差集合) (資料要訂正 p.3, 定義 1.13の 6 「象→ 称」)

6. X ª Y := (X − Y ) ∪ (Y − X). (X と Y の対称差)

( 注意 )

1. 上記定義における集合 U を全体集合という。

2. “x ∈ X または x ∈ Y ” は，“x ∈ X かつ x ∈ Y ” となる場合を含む。

X ∩ Y ⊆ X ∪ Y
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べン図(Venn diagram)

1 2 3

4 5
X Y

U
X Y

U

X
U

X Y
U

X Y
U

1. X ∪ Y , 2. X ∩ Y , 3. Xc, 4. X − Y = X ∩ Y c,
5. X ª Y = (X − Y ) ∪ (Y − X).

(注意: 直観的に理解する場合, べン図は便利ではあるが, 証明するときの本質には用いない)
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例 14. U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X = {3, 4, 5}, Y = {1, 2, 3, 4, 6} と
するとき、X ∪Y , X ∩Y , Xc, X −Y , X ªY をそれぞれ外延的記法で表せ。

(解答) X ∪ Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X ∩ Y = {3, 4}, Xc = {1, 2, 6, 7, 8},
X − Y = {5}, X ª Y = {1, 2, 5, 6}.

X Y
U

X Y
U

X
U

X Y
U

X Y
U
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定理 15. Uを全体集合とする。
U の任意の部分集合 X に対し、以下が成立する。

1. X ∪ U = U , X ∩ U = X.

2. X ∪ φ = X, X ∩ φ = φ.

3. X ∪ Xc = U , X ∩ Xc = φ.

4. (Xc)c = X.
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1. X ∪ U = U

(証明) (X ∪ U ⊆ U かつ X ∪ U ⊇ U を示せばよい)

仮定より，X ⊆ U である．

まず，⊆ を示す:

任意の x ∈ X ∪ U に対し, X ⊆ Uより, x ∈ U . ゆえに, X ∪ U ⊆ U .

次に，⊇を示す:

任意の x ∈ U に対し, x ∈ X ∪ Uより, X ∪ U ⊇ U .

以上より、X ∪ U = U .

2. X ∩ U = X

(証明) ⊆) 任意の x ∈ X ∩ U に対し, X ⊆ U より, x ∈ X は明らか.

ゆえに, X ∩ U ⊆ X.

⊇) 任意の x ∈ X に対し, x ∈ X ⊆ Uより, x ∈ X かつ x ∈ U .

すなわち，x ∈ X ∩ U . ゆえに、 X ∩ U ⊇ X.

以上より、X ∩ U = X.
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例 16. X,Y を集合とする．このとき，次を証明せよ。

1. X ⊆ Y ならば X ∩ Y = X が成り立つ。

2. X ∩ Y = X ならば X ⊆ Y が成り立つ。
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定理 17. 任意の集合 X, Y, Z に対し、以下の等式が成立する。

1. X ∪ Y = Y ∪ X,

X ∩ Y = Y ∩ X. (交換律)

2. (X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z),

(X ∩ Y ) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z). (結合律)

3. (X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z),

(X ∩ Y ) ∪ Z = (X ∪ Z) ∩ (Y ∪ Z). (分配律)

4. X ∪ X = X,

X ∩ X = X. (ベキ等律)

5. (X ∪ Y ) ∩ X = X,

(X ∩ Y ) ∪ X = X. (吸収律)

24



1. (X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z) (分配律)

(証明) A :=左辺, B :=右辺 とする.

まず，A ⊆ B を示す:

任意の x ∈ A に対し，x ∈ X ∪ Y かつ x ∈ Z.

このとき，x ∈ X または x ∈ Y である．

そこで, i) x ∈ X かつ x ∈ Z ならば x ∈ X ∩ Z より, x ∈ B.

または, ii) x ∈ Y かつ x ∈ Z ならば x ∈ Y ∩ Z より, x ∈ B.

したがって, 常に x ∈ B. ゆえに，A ⊆ B.

次に, A ⊇ B を示す:

任意の x ∈ B に対し，x ∈ X ∩ Z または x ∈ Y ∩ Z.

そこで, i) x ∈ X ∩ Z ならば x ∈ X ∪ Y かつ x ∈ Z より, x ∈ A.

または, ii) x ∈ Y ∩ Z ならば x ∈ X ∪ Y かつ x ∈ Z より, x ∈ A.

したがって, 常に x ∈ A が成り立つ. ゆえに，A ⊇ B.

以上より, A = B が成り立つ.
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2. (X ∩ Y ) ∪ Z = (X ∪ Z) ∩ (Y ∪ Z) (分配律)

(証明) A :=左辺, B :=右辺 とする.

まず, A ⊆ B を示す:

任意の x ∈ A に対し, x ∈ X ∩ Y または x ∈ Z.

そこで, i) x ∈ X ∩ Y ならば x ∈ X ∪Z かつ x ∈ Y ∪Z より, x ∈ B.

または, ii) x ∈ Z ならば x ∈ X ∪ Z かつ x ∈ Y ∪ Z より, x ∈ B.

したがって, 常に x ∈ B. ゆえに，A ⊆ B.

次に, A ⊇ B を示す:

任意の x ∈ B に対し，x ∈ X ∪ Z かつ x ∈ Y ∪ Z.

そこで, i) x ∈ Z ならば, 明らかに x ∈ A.

または, ii) x 6∈ Z ならば x ∈ X かつ x ∈ Y より, x ∈ X ∩ Y .

ゆえに, x ∈ A.

したがって, 常に x ∈ A. ゆえに，A ⊇ B.

以上より, A = B が成り立つ.
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定理 18. (ド・モルガンの法則)

和集合, 共通集合, 補集合の間には, 以下のような関係がある.

1. (X ∪ Y )c = Xc ∩ Y c.

2. (X ∩ Y )c = Xc ∪ Y c.

X Y
U

X Y
U

YX
U

X Y
U
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2. (X ∩ Y )c = Xc ∪ Y c .

(証明)

⊆) 任意の x ∈ (X ∩ Y )c に対し，x 6∈ X ∩ Y であるから,

x 6∈ X または x 6∈ Y である.

すなわち, x ∈ Xc または x ∈ Y c であるから x ∈ Xc ∪ Y c.

ゆえに, (X ∩ Y )c ⊆ Xc ∪ Y c が成り立つ.

⊇) 任意の x ∈ Xc ∪ Y c に対し，x ∈ Xc または x ∈ Y c である.

x ∈ Xc ならば x 6∈ X である. すなわち、x 6∈ X ∩ Y .

同様に, x ∈ Y c ならば x 6∈ Y である. すなわち、x 6∈ X ∩ Y .

したがって, x ∈ (X ∩ Y )c.

ゆえに, (X ∩ Y )c ⊇ Xc ∪ Y c が成り立つ.

以上より、(X ∩ Y )c = Xc ∪ Y c.
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例 19. (ド・モルガンの法則)

全体集合をU = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}とする.

そして, X = {3, 4, 5}, Y = {1, 2, 3, 4, 6} ⊆ U とする.

このとき, X ∪ Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X ∩ Y = {3, 4},
Xc = {1, 2, 6, 7, 8}, Y c = {5, 7, 8}.
これより、

(X ∪ Y )c = {7, 8} = Xc ∩ Y c,

(X ∩ Y )c = {1, 2, 5, 6, 7, 8} = Xc ∪ Y c.

X Y
U

3, 4 5 1, 2, 6

7, 8
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例 20. 任意の集合 X, Y, Z に対し、以下が成り立つことを示せ。

1. (X ∪ Y ) − Z = (X − Z) ∪ (Y − Z)

2. (X − Y ) − Z = X − (Y ∪ Z)

3. X − (Y − Z) = (X − Y ) ∪ (Y ∩ Z)
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1. (X ∪ Y ) − Z = (X − Z) ∪ (Y − Z)

(証明) A :=左辺，B :=右辺 とする．差集合の定義より，

A = (X ∪ Y ) ∩ Zc, X − Z = X ∩ Zc, Y − Z = Y ∩ Zc に注意する.

⊆ ) 任意の x ∈ A に対し，x ∈ X ∪ Y かつ x ∈ Zc.

x ∈ X または x ∈ Y である．

i) x ∈ X かつ x ∈ Zc ならば, x ∈ X ∩ Zc = X − Z より, x ∈ B.

ii) x ∈ Y かつ x ∈ Zc ならば, x ∈ Y ∩ Zc = Y − Z より, x ∈ B.

ゆえに，常に，x ∈ B であるから, A ⊆ B.

⊇ ) A = (X ∪ Y ) ∩ Zc であるから，

任意の x ∈ B に対し，x ∈ X − Z または x ∈ Y − Z.

i) x ∈ X − Z = X ∩ Zc ならば, x ∈ X かつ x ∈ Zc より，x ∈ A.

ii) x ∈ Y − Z = Y ∩ Zc ならば, x ∈ Y かつ x ∈ Zc より，x ∈ A.

ゆえに，常に，x ∈ A であるから, A ⊇ B.

以上より，A = B が成り立つ．
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(X ∪ Y ) − Z = (X − Z) ∪ (Y − Z)

(別証明)

(X ∪ Y ) − Z = (X ∪ Y ) ∩ Zc　(差集合の定義より)

= (X ∩ Zc) ∪ (Y ∩ Zc)　(分配律より)

= (X − Z) ∪ (Y − Z)　(差集合の定義より).
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2. (X − Y ) − Z = X − (Y ∪ Z)

(証明)

(X − Y ) − Z = (X ∩ Y c) ∩ Zc　(差集合の定義より)

= X ∩ (Y c ∩ Zc)　(結合律より)

= X ∩ (Y ∪ Z)c　(ド・モルガンの法則より)

= X − (Y ∪ Z).　(差集合の定義より)

3. X − (Y − Z) = (X − Y ) ∪ (Y ∩ Z)

(証明)

X − (Y − Z) = X ∩ (Y ∩ Zc)c　(差集合の定義より)

= X ∩ (Y c ∪ Z)　(ド・モルガンの法則より)

= (X ∩ Y c) ∪ (X ∩ Z)　(分配律より)

= (X − Y ) ∪ (X ∩ Z).　(差集合の定義より)
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定義 21. 集合 X1, . . . , Xn に対し、以下を定義する。

1. (X1, . . . , Xnの和集合)

n∪
i=1

Xi := {x |ある i ∈ {1, . . . , n} に対し、 x ∈ Xi}.

2. (X1, . . . , Xnの積集合，共通集合)

n∩
i=1

Xi := {x |すべての i ∈ {1, . . . , n} に対し、 x ∈ Xi}.

( 例 ) X1 = {1, 2}, X2 = {2, 3} とする。このとき，∪2
i=1 Xi = {1, 2, 3},∩2
i=1 Xi = {2}.
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定理 22. 任意の自然数 n と、任意の n 個の集合 X1, . . . , Xn に対し,

以下の等式が成り立つ。

1. 　
n∪

i=1

Xi = X1 ∪ · · · ∪ Xn

2. 　
n∩

i=1

Xi = X1 ∩ · · · ∩ Xn
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2.
∩n

i=1 Xi = X1 ∩ · · · ∩ Xn

(証明)

集合の数 n に関する数学的帰納法で示す。

n = 1のとき、X1 = X1.

n = kのとき、∩k
i=1Xi = X1 ∩ · · · ∩ Xk が成り立つと仮定する。

n = k+1のとき、∩k+1
i=1 Xi = X1∩· · ·∩Xk+1が成り立つことを示そう。

そのために、まず、∩k+1
i=1 Xi = (∩k

i=1Xi) ∩ Xk+1が成り立つことを示す。

⊆ ) x ∈ ∩k+1
i=1 Xi とする。

集合∩n
i=1Xiの定義より、すべてのi ∈ {1, . . . , k + 1}に対し、x ∈ Xi.

したがって、x ∈ ∩k
i=1Xi かつ x ∈ Xk+1である。

すなわち、x ∈ ∩k
i=1Xi ∩ Xk+1.

ゆえに、∩k+1
i=1 Xi ⊆ (∩k

i=1Xi) ∩ Xk+1.
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⊇ ) x ∈ (∩k
i=1Xi) ∩ Xk+1 とする。

x ∈ ∩k
i=1Xi より、すべてのi ∈ {1, . . . , k}に対し、x ∈ Xi であり、

さらに、 x ∈ Xk+1 が成り立つ。

したがって、すべてのi ∈ {1, . . . , k + 1}に対し、x ∈ Xi より、

x ∈ ∩k+1
i=1 Xiである。

ゆえに、∩k+1
i=1 Xi ⊇ (∩k

i=1Xi) ∩ Xk+1.

以上より、∩k+1
i=1 Xi = (∩k

i=1Xi) ∩ Xk+1が成り立つ.

ゆえに、n = kの仮定より,

∩k+1
i=1 Xi = (∩k

i=1Xi) ∩ Xk+1 = X1 ∩ · · · ∩ Xk ∩ Xk+1

が成り立つ。

以上のことから，数学的帰納法により，任意の自然数 n に対して

∩n
i=1Xi = X1 ∩ · · · ∩ Xn

は成り立つ．

37



定理 23. (拡張されたド・モルガンの法則)

任意の集合 X1, . . . , Xn に対し, 以下が成り立つ.

1.

(
n∪

i=1

Xi

)c

=
n∩

i=1

Xc
i .

　

2.

(
n∩

i=1

Xi

)c

=
n∪

i=1

Xc
i .
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定義 24. S を集合族(すなわち、集合を要素とする集合)とする。

1. (和集合)∪
X∈S

X := {x |ある X ∈ S に対し, x ∈ X}.

2. (積集合, 共通集合)∩
X∈S

X := {x |すべての X ∈ S に対し, x ∈ X}.

(集合族 S の要素を集合 X1, . . . , Xn とすれば S = {X1, . . . , Xn}.)

この記法を用いると、前定理は以下のように記述できる．

定理 25. (拡張されたド・モルガンの法則)

任意の集合 X1, . . . , Xn に対し, 以下が成り立つ.

1. (∪X∈SX)c = ∩X∈SXc.

2. (∩X∈SX)c = ∪X∈SXc.
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定義 26. ( n 重対, 順序対 )

“もの” x1, . . . , xn に対し、(x1, . . . , xn) を x1, . . . , xn の

n 重対(じゅうつい)という。

特に、(x1, x2) を x1 と x2 の 順序対という。( (x1, x2) 6= (x2, x1) )

定義 27. (直積)

X1, . . . , Xn を集合とする。

　X1 × · · · × Xn := {(x1, . . . , xn) | x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn}

を X1, . . . , Xn の 直積, または直積集合という。

X1 = · · · = Xn = X のとき、Xn := X1 × · · · × Xn と表す。

(注意) もし，Xi = φ ならば X1 × · · · × Xn = φ.

なぜなら，どのようなn重対(x1, . . . , xi, . . . , xn) に対しても，
xi 6∈ Xi = φ であるから (x1, . . . , xi, . . . , xn) 6∈ X1 × · · · × Xi × · · · × Xn．
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例 28. ( 直積集合 )

1. X = {2, 1}, Y = {3, 2, 4} のとき、X × Y を外延的記法で表せ。

2. {(x, y) | (x, y) ∈ N2, x2 + y2 ≤ 8} を外延的記法で表せ。

3. {(x, y, z) | (x, y, z) ∈ N3, x + y + z = 4} を外延的記法で表せ。

4. 任意のX,Y, Zに対し、以下が成り立つことを示せ。

(X ∩ Z) × Y = (X × Y ) ∩ (Z × Y ).

5. X,Y, Z,W を集合とする。以下が成り立つことを証明せよ。

(X ∩ Y ) × (Z ∩ W ) = (X × Z) ∩ (Y × W )

41



1. X = {2, 1}, Y = {3, 2, 4} のとき、X × Y を外延的記法で表せ。

(解答) X × Y = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4)}.
　

2. {(x, y) | (x, y) ∈ N2, x2 + y2 ≤ 8} を外延的記法で表せ。
(解答) {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.
　

3. {(x, y, z) | (x, y, z) ∈ N3, x + y + z = 4} を外延的記法で表せ。
(解答) {(1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1)}.
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4. (X ∩ Z) × Y = (X × Y ) ∩ (Z × Y )

(解答)

⊆ ) 任意の(a, b) ∈ (X ∩ Z) × Y に対し，

a ∈ X かつ a ∈ Z かつ b ∈ Y である．

したがって，(a, b) ∈ X × Y かつ (a, b) ∈ Z × Y .

ゆえに，(a, b) ∈ (X × Y ) ∩ (Z × Y ).

⊇ ) 上記の逆を示せばよい．

任意の (a, b) ∈ (X × Y ) ∩ (Z × Y ) に対し，

(a, b) ∈ X × Y かつ (a, b) ∈ Z × Y .

すなわち，a ∈ X かつ a ∈ Z. さらに，b ∈ Y .

ゆえに， (a, b) ∈ (X ∩ Z) × Y .

以上より，左辺=右辺.
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5. (X ∩ Y ) × (Z ∩ W ) = (X × Z) ∩ (Y × W )

(解答) ⊆ ) 任意の(a, b) ∈ (X ∩ Y ) × (Z ∩ W )に対し，

a ∈ X ∩ Y かつ b ∈ Z ∩ W .

したがって，“a ∈ X かつ a ∈ Y ” かつ “b ∈ Z かつ b ∈ W .”

順序を換え，“a ∈ X かつ b ∈ Z” かつ “a ∈ Y かつ b ∈ W .”

ゆえに，(a, b) ∈ X × Z かつ (a, b) ∈ Y × W より，

(a, b) ∈ (X × Z) ∩ (Y × W ).

⊇ ) 上記の逆を示せばよい．任意の(a, b) ∈ (X×Z)∩ (Y ×W )に対し，

(a, b) ∈ X × Z かつ (a, b) ∈ Y × W .

すなわち，“a ∈ X かつ b ∈ Z” かつ “a ∈ Y かつ b ∈ W .”

順序を換え，“a ∈ X かつ a ∈ Y ” かつ “b ∈ Z かつ b ∈ W .”

ゆえに，a ∈ X ∩ Y かつ b ∈ Z ∩ W より，

(a, b) ∈ (X ∩ Y ) × (Z ∩ W ).

以上より，左辺=右辺.
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( 例 )

X, Y , Z, W を集合とする。
以下の等式が正しければ証明し、そうでなければ反例を挙げよ。

1. (X ∪ Y ) × (Z ∪ W ) = (X × Z) ∪ (Y × W )

2. (X − Y ) × (Z − W ) = (X × Z) − (Y × W )

3. (X ª Y ) × (Z ª W ) = (X × Z) ª (Y × W )

4. (X ∪ Y ) × Z = (X × Z) ∪ (Y × Z)

5. (X − Y ) × Z = (X × Z) − (Y × Z)

6. (X ª Y ) × Z = (X × Z) ª (Y × Z)
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定義 29. (べき集合)

X を集合とする。

X の部分集合の全体からなる集合をX のベキ集合とよび、2X と表す:

2X := {Y | Y ⊆ X}.

注意

ベキ集合 2X は、X 自身と 空集合 φ を要素として含む。

冪集合, 巾集合, power set
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例 30. (べき集合)

1. X = {a} とするとき、2X を外延的記法で表せ。

2. X = {a, b} とするとき、2X を外延的記法で表せ。

3. X = {a, b, c} とするとき、2X を外延的記法で表せ。

4. X = {φ, {a}} とするとき、2X を外延的記法で表せ。

5. {a} 6= {{a}}であることに注意する。

6. 2{φ} を外延的記法で表せ。

(ヒント: X = {a}のaをφに置き換えて考える。)

7. 22{φ}
を外延的記法で表せ。

8. X = {a, b}とするとき、2X × Xを外延的記法で表せ.
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1. X = {a}
(解答) 2X = {φ,X}.

2. X = {a, b}
(解答) 2X = {φ, {a}, {b}, X}.

3. X = {a, b, c}
(解答) 2X = {φ, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}, X}.
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4. X = {φ, {a}}
(解答) 2X = {φ, {φ}, {{a}}, X}.

6. 2{φ}

(解答) 2{φ} = {φ, {φ}}.

7. 22{φ}

(解答) 22{φ}
= {φ, {φ}, {{φ}}, {φ, {φ}}}.
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8. X = {a, b}とするとき、2X × Xを外延的記法で表せ.

(解答) 2X = {φ, {a}, {b}, X} より，
2X × X = {(φ, a), ({a}, a), ({b}, a), (X, a),

　　　　　 (φ, b), ({a}, b), ({b}, b), (X, b)}.
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定義 31. (有限集合, 無限集合)

有限個の要素からなる集合を有限集合という。それ以外の集合を無限集合と
いう。有限集合Xの要素数を |X|と表す。

(注意)

1. 空集合φは有限集合であり、|φ| = 0 である。

2. 有限集合 X,Y に対し、X ∩ Y = φ ならば |X ∪ Y | = |X| + |Y | が成り
立つ。

3. 一般に、有限集合 X1, . . . , Xn に対し、Xi ∩ Xj = φ (i 6= j) ならば、

|X1 ∪ · · · ∪ Xn| =
∑n

i=1 |Xi| が成り立つ。

4. 上記のことから、有限集合の要素数を数え上げる1つの方法として、それ

を互いに共通部分をもたない、いくつかの部分集合に分割し、それぞれ

の要素数を数えて足し合わせればよい。
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定理 32. (包除原理)

有限集合 X,Y に対し、以下の等式が成り立つ。

1. |X ∪ Y | = |X| + |Y | − |X ∩ Y |. (包除原理)

(Principle of inclusion and exclusion)

2. |X × Y | = |X| × |Y |.

3. |2X| = 2|X|.

X Y
U

X Y
U
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1. |X ∪ Y | = |X| + |Y | − |X ∩ Y | (包除原理)

(証明) 互いに共通部分をもたないような部分集合で、

集合 X, X ∪ Y を次のように表す。

X = (X − Y ) ∪ (X ∩ Y ), X ∪ Y = (X − Y ) ∪ Y .

それぞれより、

|X| = |X − Y | + |X ∩ Y |, |X ∪ Y | = |X − Y | + |Y |.
これらより、|X − Y |の項を消すと、
|X ∪ Y | = |X| + |Y | − |X ∩ Y |.

X Y
U

X Y
U
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2. |X × Y | = |X| × |Y |
(証明) X × Y の要素は、要素 x ∈ X と y ∈ Y の順序対(x, y)である。

x と y がとりうる値の個数はそれぞれ |X| と |Y | である。
したがって、それらから得られる順序対の全体の個数は |X| × |Y | と
なる。

ゆえに，|X × Y | = |X| × |Y |.
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3. |2X| = 2|X|

(証明) (考え方)

X = {x1, x2, x3}, |X| = 3 について考える．
{x1, x2, x3}

(b1, b2, b3) Xの部分集合
(0, 0, 0) { } = φ

(1, 0, 0) {x1}
(0, 1, 0) {x2}
(0, 0, 1) {x3}
(1, 1, 0) {x1, x2}
(1, 0, 1) {x1, x3}
(0, 1, 1) {x2, x3}
(1, 1, 1) {x1, x2, x3}

　⇒ 　2 × 2 × 2 = 23 = 2|X|

{
bi = 1 ならば要素 xi を部分集合に含める
bi = 0 ならば要素 xi を部分集合に含めない
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(証明) 仮定より、Xは有限集合であるから、

X = {x1, . . . , xn}, |X| = n としても、一般性は失われない。

Xの部分集合を決める方法として、以下のことを考える。

0と1からなる集合をB = {0, 1}とし、そのn重の直積集合をBnとす

る。

Bnの要素は、(b1, . . . , bn)というn重対となる。

そこで、(b1, . . . , bn)を用いて、次のようにXの部分集合を定める。

biの値が、
{

bi = 1 ならば要素 xi を部分集合に含める
bi = 0 ならば要素 xi を部分集合に含めない

この方法により、Bnの要素から過不足なく、Xのすべての部分集合を

定めることができる。

Bnの要素数は 2n 個であるから、すべての部分集合の個数も 2n 個で

ある。

ゆえに、|2X| = 2n = 2|X|.
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(別解) |2X| = 2|X|

n個の中から k を選び出す組合せの数は
(

n

k

)
= nCk =

n!
(n − k)!k!

である。

したがって、Xの部分集合で要素数が k であるものは
(

n

k

)
個である。

これより、X の部分集合の総数 |2X| は
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n となる。

すなわち，|2X| = 2n = 2|X|.

ここで、2項定理 (x + y)n =
n∑

m=0

(
n

m

)
xmyn−m に

x = y = 1 を代入すると、
n∑

m=0

(
n

m

)
= 2n が得られる。

57



2項定理 (x + y)n =
n∑

m=0

(
n

m

)
xmyn−m

(x + y)3 =
(

3
0

)
· x3 +

(
3
1

)
· x2y +

(
3
2

)
· x1y2 +

(
3
3

)
· y3

= 1 · x3 + 3 · x2y + 3 · x1y2 + 1 · y3

23 = (1 + 1)3 =
(

3
0

)
· 1 +

(
3
1

)
· 1 +

(
3
2

)
· 1 +

(
3
3

)
· 1

= 1 + 3 + 3 + 1

= 8
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例 33. n個の中からkを選び出す組合せの数
(
n
k

)
が n!

(n−k)!k! と表されること

は、良く知られている。その式には、割算が含まれていることが分かる。で

は、その式の値が常に整数になるのは、なぜだろうか。この問題を解くヒン

トとなる事柄を以下に記載する．

1. 「k, 0 ≤ k ≤ n, に対し、
(
n
k

)
は整数になる」ことを示せ。

上記を命題P (n)として、nに関する数学的帰納法で証明する方法が考

えられる。

2. n個の中からk個を選んで得られる順列の総数は

nPk = n(n − 1) · · · (n − (k − 1)) = n!
(n−k)!.

3. n個の中からk個を選んで得られる組合せの総数は(
n
k

)
= nCk = nPk

k! = n!
(n−k)!k!.

4. 「連続する k 個の自然数の積は k! で割り切れる」ことを示せ。

kに関する数学的帰納法で証明する方法が考えられる。
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5. 式 n!
(n−k)!k! において、その分子 n!は連続するn個の自然数の積である。

それは、連続する(n − k)個とk個の自然数の積に分解できる。したがっ

て、上記のことが正しければ、 n!
(n−k)!k!の値は、常に整数となることが分

かる。
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例 34. (包除原理)

有限集合 X,Y, Z を有限集合 U の部分集合とするとき，
以下が成り立つことを示せ。

1. |X ∪Y ∪Z| = |X|+ |Y |+ |Z|− |X ∩Y |− |X ∩Z|− |Y ∩Z|+ |X ∩Y ∩Z|

2. |X ∩ Y | = |U | − |Xc| − |Y c| + |Xc ∩ Y c|
　　　= |X| + |Y | + |Xc ∩ Y c| − |U |

3. |X ∩ Y ∩ Z| = |U | − |Xc| − |Y c| − |Zc|
+|Xc ∩ Y c| + |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |Xc ∩ Y c ∩ Zc|

4. |Xc ∩ Y c ∩ Z| = |Z| − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|

5. 1から250までの自然数の中で、2でも7でも割り切れず、

かつ5で割り切れるものは、いくつあるか。(包除原理を用いて考えよ。)
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1. |X ∪ Y ∪ Z| = |X| + |Y | + |Z|
−|X ∩ Y | − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|

(解答)

|(X ∪ Y ) ∪ Z| = |(X ∪ Y )| + |Z| − |(X ∪ Y ) ∩ Z|

= |X| + |Y | − |X ∩ Y | + |Z| − |(X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z)|

= |X| + |Y | + |Z| − |X ∩ Y |

−|X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|.

ここで、(X ∩ Z) ∩ (Y ∩ Z) = X ∩ Y ∩ (Z ∩ Z) = X ∩ Y ∩ Z より，

|(X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z)| = |X ∩ Z| + |Y ∩ Z| − |(X ∩ Z) ∩ (Y ∩ Z)|

= |X ∩ Z| + |Y ∩ Z| − |X ∩ Y ∩ Z|

となることを最後の等式に用いた．
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2. |X ∩ Y | = |U | − |Xc| − |Y c| + |Xc ∩ Y c| = |X| + |Y | + |Xc ∩ Y c| − |U |
(解答) 補集合の定義とド・モルガンの法則より,

U = (X ∪ Y ) ∪ (X ∪ Y )c = (X ∪ Y ) ∪ (Xc ∩ Y c)

U = X ∪ Xc, U = Y ∪ Y c.

これらより、

|U | = |X ∪ Y | + |Xc ∩ Y c| = |X| + |Y | − |X ∩ Y | + |Xc ∩ Y c|.
ゆえに、

|X ∩ Y | = |X| + |Y | + |Xc ∩ Y c| − |U |
　　　　= |U | − |Xc| − |Y c| + |Xc ∩ Y c|.
ここで，|U | = |X| + |Xc|, |U | = |Y | + |Y c| より，
|X| + |Y | = 2|U | − |Xc| − |Y c| となることを用いた．
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3. |X ∩ Y ∩ Z| = |U | − |Xc| − |Y c| − |Zc|
+|Xc ∩ Y c| + |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |Xc ∩ Y c ∩ Zc|

(解答) 前記の結果 |X ∩ Y | = |U | − |Xc| − |Y c| + |Xc ∩ Y c|より，
|(X ∩ Y ) ∩ Z| = |U | − |(X ∩ Y )c| − |Zc| + |(X ∩ Y )c ∩ Zc|.
そこで、

|(X ∩ Y )c| = |Xc ∪ Y c| = |Xc| + |Y c| − |Xc ∩ Y c|
と

|(X ∩ Y )c ∩ Zc| = |(Xc ∪ Y c) ∩ Zc| = |(Xc ∩ Zc) ∪ (Y c ∩ Zc)|
　　　　　　　　= |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |(Xc ∩ Zc) ∩ (Y c ∩ Zc)|
　　　　　　　　= |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |Xc ∩ Y c ∩ Zc|
より、

|(X ∩ Y ) ∩ Z| = |U | − |Xc| − |Y c| − |Zc|
+|Xc ∩ Y c| + |Xc ∩ Zc| + |Y c ∩ Zc| − |Xc ∩ Y c ∩ Zc|.
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4. |Xc ∩ Y c ∩ Z| = |Z| − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|

 X  Y 
U

 Z 
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5. |Xc ∩ Y c ∩ Z| = |Z| − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|
(解答) 集合 X ∪ Y ∪ Z は共通部分もたない部分集合の和集合

(X ∪ Y ) ∪ Z = ((Xc ∩ Y c) ∩ Z) ∪ (X ∪ Y )

と書ける。これより、

|X∪Y ∪Z| = |Xc∩Y c∩Z|+|X∪Y | = |Xc∩Y c∩Z|+|X|+|Y |−|X∩Y |.
そして、|X ∪ Y ∪ Z| の公式を用いて、
|X| + |Y | + |Z| − |X ∩ Y | − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|
= |Xc ∩ Y c ∩ Z| + |X| + |Y | − |X ∩ Y |
となる。これを整理すると、

|Xc ∩ Y c ∩ Z| = |Z| − |X ∩ Z| − |Y ∩ Z| + |X ∩ Y ∩ Z|
となる。

66



6. 1から250までの自然数の中で、2 でも 7 でも割り切れず、

かつ 5 で割り切れるものは、いくつあるか。

(解答)

U = {1, . . . , 250},
X = {x | x ∈ U, xは2で割り切れる},
Y = {y | y ∈ U, yは7で割り切れる},
Z = {z | z ∈ U, zは5で割り切れる}.
このとき，求める集合は Xc ∩ Y c ∩ Z と表すことができる．

|Z| = 50, |X ∩ Z| = 25, |Y ∩ Z| = 7, |X ∩ Y ∩ Z| = 3.

ゆえに， |Xc ∩Y c ∩Z| = |Z| − |X ∩Z| − |Y ∩Z|+ |X ∩Y ∩Z| より，
|Xc ∩ Y c ∩ Z| = 50 − 25 − 7 + 3 = 21 となる。
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包除原理 |X ∪ Y | = |X| + |Y | − |X ∩ Y | に関し，

一般に、集合 X1, . . . , Xn に対し、以下が成り立つ。

|X1 ∪ · · · ∪ Xn| =
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Xi1 ∩ · · · ∩ Xik|.

また、直積集合の |X × Y | = |X| × |Y | に関しても、一般に、

|X1 × · · · × Xn| = |X1| × · · · × |Xn|

が成り立つ。
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